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MaterialsammlungKlasse 6l pu W & }P & u uMaibé]kann ich doch”
Seminarfur Ausbildung und Fortbildung der Lehrkrafi&ymnasium)Stuttgart/ Vector Stifturg

1. Wichtige Hinweise zu den Materialien

Die hiervertffentlichten Materialien wurde von Gerhard Bristle, Detlef Hoclie) Ute Kleinknecht,
Heike Maier undr. Matthias Theis, Seminar fir Ausbildung und Fortbildung der Lehrkrafte
Stuttgart- Abteilung Gymnasiupentwickelt, um den Unterricht in den Kursdies Programms
cDIJtD S§Z | vv | Z zg uhtdrstutzen. Sie kdnnen selbstverstandlich auch in anderen
Zusammenhangen verwendet werden. Wir mochten aber eindringlich darauf hinweisen, dass sie
nicht an Schulen im Unterricht eingesetzt werden sollen, an denen-Kikide durchgefiihrt werden.
Es wée kontraproduktiv, wenrdie teilnehmenden Schilerinnen und Schidex Materialien schon
aus dem Unterricht kennen wirde
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Einstellungen. Deshalb ist das Ubergeordnete Ziel immer das Kompetenzerleben der Lernenden und

nicht die mathematische Perfektion bzw. die inhaltliche Vollstéandigkeit. Misserfolge und

Unverstandnis des Vorgehens wirden den ZielerRtegramms entgegenstehen. Es gilt der

Grundsatzc teniger ist manchmal melrWenn alsdoeispielsweisalle Wirfelnetze gesucht sind,

dann kann es situationsbedingt sinnvoll sait einigen Wirfelnetzen zufrieden zu sein und die
Vollstandigkeit nicht weiter zu thematisieren.

Das Programm Mkid richtet sich an Schulerinnen und Sctékemittleren Leistungssegmerdsr

Klassen 6 und.1nsofern handelt es sich um je ein Materialienpaket fir diese beidassenstufen.

Neben MathematiKThemen enthalten die Pakete auch Materialien zum Programmieren und zur
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diese beiden Klassenstufen konzentriert, weil aus Erfajndort die meisten Schilerinnen und

Schiiler fur die Mathematik verloren gehen.

Die Materialien bestehen in der Regel aus einem Arbeitsblatt, den zugehérigen Losungen,
didaktischen Kommentaren und einem madglichen Unterrichtsverlauf. Sie sind also sehr detailliert
ausgearbeitet. Trotzdem muss die Lehrkraft individuell aujediesilige Lerngruppe reagieren und
das Vorgehen entsprechend anpassen. Sie sind fur eine Unterrichtstunde zwischeruténMind

90 Miruten gedachtund durch Kirzungebzw. Erweiterungen passend gestaltbar.

DasUrheberrechtder Materialien liegt bei deAutorinnen undAutoren. Die Materialien dirfen ohne
Einschrankung im Unterricht verwendet werden und dazu auch beliebig ver&ndert werden. Eine
kommerzielle Nutzung ist hingegemnsgeschlossen

Im Folgenden wird der padagogisdidaktische Hintergrund des Programms beschrieben. Er dient
dazu, die Materialien richtig einzuordnen.
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®as brauchen Sie mir gar nicht zu erklaren, ich verstehe das sowieso nicht."
Wie oft horen Mathematid_ehrkrafte diesen Satz in inrem Unterricht! Eltern verzweifeln, weil ihre
Kinder jglicheArt von Hilfeablehnen Was steckt dahinter?

Fragt man Schulerinnen und Schiillarwelchen Fachern es die gerechtesten Noten gibt, dann liegt
Mathematik neben Chemie und Physik auf den vorderen Platzen. Das ist nicht weiter verwunderlich,
weil die Ergebnisse von Mathematikaufgaben besonders objektiv bewertet werden kénnen. Da gibt
esin der Regel keine Diskussionen. Im Unterrichtsgesprach zeigt sich in diesen Fachern auch sehr
schnell, ob man den Inhalt verstanden hat.

In der Pubertat hinterfragen junge Menschen ihre Fahigkeiten, ihr Aussehen, sich selbst. Hinzu
kommt, dass die Entwicklung kognitiver Fahigkeiten unterschiedlich schnell verlauft. Im Unterricht
der Klasse GJie gewohnlichmit dem Beginn dePubertatzusammenfalltwird wenig Ricksicht

darauf genommen, wie weit das Abstraktionsvermégen der Schilerinnen und Schiiler entwickelt ist.
Deshalb habeuiejenigenMisserfolgserlebnisse, fur dimancheAufgaben zu frih im Hinblick auf

ihre kognitive Entwicklungestelt werden In Kombination mit der Einsicht, dass die Bewertung ihrer
Leistung gerecht ist, kann nur logisch gefolgert werden, dass es an der eigenen Begabung liegt
Mathe kann ich nicht!

Aufgrund dewvermeintlichfehlenden Begabungrenden sich Schulerinnen und Schideshalb lieber
anderen Fachern zu. Das hat fatale Folgen, weiMdithematik ein Gedankengeb&ude ist, bei dem
fehlende Bausteine das Gesamtwerk zum Einsturz bringen. Es geniigen wenige Missenfeige
Abwartsspirale in Gang zu setzen, kiieim nochaufzuhalten ist.

Auf diese Weise verlieren wir potenziell mathematisetturwissenschaftlich erfolgreiche
Schilerinnen und Schuler fir immer!
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Schiler, die Potenzial fir Mathematik und Naturwissenschaften haben, dieses aber nicht nutzen, sich

als kompetent in diesen Fachern erlebdhr Selbstbildsoll sichso verdndern, dass sie das
naturwissenschaftliche Profizw. ein naturwissenschaftliches Wahlpflichtfagéhlen. Ineiner

mehrtagigen Fortbildung lernesie Kursleiteinnen und Kursleiteanhandder hier vorgestellten

Materialien wie sie dasSelbstkonzpt der Schillerinnen und Schulerachhaltigstarken. Das Erlernte

setzen sie in AGan ausgewahlten Schuleém BaderWirttembergum.

Den Schulen bleibt die schwierigafgabe, die richtigen Schilerinnen und Schuler auszuwahlen. Dies
kann nur Gber die Eltern gelingen, weil wohl niemand, der Mathematik ablehnend gegenubersteht,
freiwillig in eine MatheAG gehen wird. Um diese Schwierigkeit ganz zu umgehen, haben einige
Sdwlen Mkid in den regularen Forderunterricht der Klasse 6 integriert. Die Mkids bilden dann eine
eigene Fordergruppe.

Wie starkt man nun das Selbstkonzé@ptMathematik?Ausgehend von der Motivationstheorie von
Deci und Ryan legen wir Wert auf Kompetenzerleben, soziale Eingebundenheit und
SelbstbestimmtheitLetztereerfordert einen Impuls der Elterrim Laufe der Zeit solledie
Schilerinnen und Schulaberaus eigenem Antrietdie Mkid-AGbesuchen

DasKompetenzerlebewrerlangtschwierige Aufgabesowie Strategienmit denen man dise
selbststandig l6sekann Schwierig missen die Aufgaben sein, weil man nur dann ein echtes
Erfolgserlebnis hat. Eine typische Aufgabe stammt z.B. aus dem Landeswettbewerb Mathematik:
Wie lautet die letzte Ziffer von??™?".

Die Strategie ist@Venn dir etwas zu schwierig ist, dann versuche es zu vereinfachen." Ein
Hochspringer, der 1,8 m tberspringen will, wird nichbhdertmal die Latte reil3en, sondern zuerst
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mit einer niedrigeren Hohe beginnen, seine Technik verbessern und sich dann langsam an sein Ziel
heranarbeiten. In diesem Sinne berechnet man77 7=49, 7=343 und bemerkt beim schriftlichen
Multiplizieren, dassichdie letzte Ziffer immer nur aus der letzten Ziffer der vorherigen Potenz

ergibt. Es ist

7= | 6 A 13871 1, wegkiy3-7=2. So erhalt man schnell die Endziffern vieler Potenzéri,
T?AYOAAVTUAY IMAY FAYOTAVIBAYIUY

Die Endziffern wiederholen sich. Nun muss man nur noch bemerken, dass die Endziffer 1 ist, wenn
die Hochzahl durch 4 teilbar ist. 2016 ist durch 4 teilbar, also muss die EndziffefVale7Ziffer

nach der 1 in der Folge der Endziffern sein. Damit ist die EndziffePdeife 7.

Tatséachlich hilft diese Strategie bei vielen Mathematikgaben und auch im taglichen Leben. Die
Leitlinie zum Kompetenzerleben lautetVer die richtigen Strategien kennt, kann schwierige
Probleme I6sen. Mathe kann ich doch!"

Die zweite Komponentesoziale Eingebundenhéiist ebenfalls nicht unerheblich. Leider gibt es ein
hartnackiges Vorurteil zum Fach Mathemat¥er sich fir Mathematik begeistert, wird schnell als
Streberinbzw. Strebeabgestempeltjn den peer groups gilt es haufig als uncool, wenn man gut in
Mathematik ist.Mathematikscheint fir vieldangweilig, trocken undnmaotiviert.

Deshalb wollen wir durch Ausfliige ein Vefiihl in der Grupperzeugen Die Mkids erleben

gemeinsam, dass Mathematik und Naturwissenschaften Spal? machen kdnnen. Unsere Erfahrungen
zeigen jedenfalls, dass die Schulerinnen und Schiler auch deshalb gerne irgdieeA®@veil sie sich

als Teil der Gruppe wofilhlen.

Damit sind die Ziele von Mkid kurz dargest&ir wirden uns freuen, wenn die Materialien
mdglichst viele Schulen anregen, am MRiabjekt teilzunehmenWenn dabei die Ideen des Projekts
auch auf den Regelunterricht abfarbemerdenvielleicht weniger Menschen der Mathematik und
den Naturwissenschaften ablehnegdgeniberstehen
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Mathe kann ich doch!
Die Reihenfolgeder Themenist weitgehend frei, egibt es nur wenige Einschréumkgen:

x Bendotigt ein MkidThema Kenntnisse aus dem Regelunterricht Mathematik, wéhlen Sie es bitte erst, wenn die Grundlagen in allen Klassenvaglendelt
Besonders beThemen mit direktem Bildungsplanbez{ugl. Tabelle) ist einRicksprache mit dellathematiklehkraftenaller Klassen wichtig.
Zu Beginn emgghlen sichdie ThemenMkid 6-02 Klavier und.inserund Mkid 603 Bonbons

Die Reihenfolge Mkid-86 Eulersche Polyederformalikid 607 regelmafige Polyedemd Mkid 608 Keplersterrsollte man einhalten

Die Reihenfolge Mkid-66 Summentriclund Mkid 617 Teilbarkeitsollte man einhalten

Mkid 6-19 Problemldsersollte erst danrbehandelt werdenwenn die Strategien schan vorherigen Sitzungen gelernt wurden.

Die Themen INF, PH und &dlltenerst ab der Mitte des Schuljahréghandelt werden

X X X X X

Abkurzungen:

& Z EW D Y D/E& W IM(}@&W, ¥]IW,ZCMI Z u]
Schularten: Z* Y Z os'DRoY 'u Jve Z (See Zpo

Autorinnen bzw. Autorevom Seminar fuAusbildung und Fortbildung der Lehrkraf@ymnasium) Stuttgafkurz: Semiar AFL (Gymnasium) Stuttgart)
SoY ' ®®Z & ,¥E°S0S0 ( ,(@Z <o Y hS <o ]JvDv] &S, ]l D ]JdE Y EX D §3Z] « dZ ]-

E pe Sbheicdér Nummerierungpezeitinet dieBasisVariantezu einem Thema mit geringerem Umfang bzw. Schwierigkeitsgrad

BeiFragen odeHinweisen zu diesem Material mailen Sie bitte gernélas MkidTeamder Vector Stiftungmkid@vectorstiftung.de

Nr. Thema Fach Autorin | direkter Bezug Anzahl | geeignet | Bemerkungen
bzw. zum Bildungsplan | der fur
Autor BadenWirttemberg | Seiten | RSund
Mathematik 2016 GMS?
Mkid 6-01B el SR M Btl 46 ja Mogliche Puffer in den einzelneklkid-Stunden
Sammlung ich hl mi hiedlich
Mkid 6-01 Sammlung t chwierigkeitsgrad und Zeitbedar
. FermiAufgabe: M . ein Problem in Teilprobleme zerlegén
Mkid 602 Klavier undLinsen | Alltagswisser Hoc 4 ja realistisches Abschétzen v&achverhalten
Mkid 603 FermiAufgabe: M Kle 8 a ein Problem in Teilprobleme zerlegén

Bonbons Alltagswissern realistisches Abschétzen von Sachverhalten

Mkid Themeniberblick Klasse 6 Seitel von4 SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mathe kann ich doch!

Nr. Thema Fach Autorin | direkter Bezug Anzahl | geeignet | Bemerkungen
bzw. zum Bildungsplan | der far
Autor BadenWdrttemberg | Seiten | RSund
Mathematik 2016 GMS?
. Endziffern M schriftliches . ;
Mkid 6-04 bei Potenzen Arithmetik Hoc Multiplizieren 4 nein komplexe Sachverhalte vereinfachen
. . M . einem zauberhaften Sachverhalt
Mkid 6-05 27-KartenTrick Arithmetik Btl 3 ja auf den Grund gehen
. Eulersche M N .
. Polyederformel Geometrie Bt Korper 4 ja durch induktives Vorgehen einen allgemeinen
. Eulersche M Bt . _ Sachverhalt erschlieRen
Mkid 6-06 Polyederformel Geometrie Korper,Schragbilder 5
. regelmanige M Bt . e .
e Polyeder Geometrie Korper, Schragbilder 5 ja ein Problem in Teilprobleme zerlegen und alle
. regelmanige M Bt . e Mdglichkeiten ausschdpfen
Mkid 6-07 Polyeder Geometrie Korper, Schragbilden 4
: M R .
Mkid 6-08 Keplerstern Geometrie Kle Korper 6 ja Basteln
Mkid 6-09 Informatik: . Tablet, PC, Smartphone
bis 611 Programmieren INF Hoc 18 ja kleines Einmaleins
. M .
Mkid 6-12B Folgen . . Bt Rechnen 8 ja
,'\A/Inthmetlk induktives Vorgehen
Mkid 6-12 Folgen Arithmetik Bt Rechnen 5
. Anzahl der M . R . ein Problem in Teilprobleme zerlegen und alle
Mkid 613 Wirfelnetze Geometrie B Netz eines Korpers 4 ja Mdglichkeiten ausschopfen
. " M . ein Problem inTeilprobleme zerlegen und alle
Mkid 6-14 dreistellige Zahlen Arithmetik Hoc 4 ja Mdoglichkeiten ausschopfen
. N M Quadratzahlen, : durch induktives Vorgehen einen allgemeinen
Mkid 615 Gefangnistuiren Arithmetik The Teiler 4 nein Sachverhalt erschlieRen
Mkid 6-16B Summentrick ,'\A/Irithmetik Bt Rechnen 3 ja
M komplexe Sachverhalte vereinfache
Mkid 6-16 Summentrick Arithmetik Bt Rechnen 4

Mkid Themenuberblick Klasse 6 Seite2 von4
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Nr. Thema Fach Autorin | direkter Bezug Anzahl | geeignet | Bemerkungen
bzw. zum Bildungsplan | der far
Autor BadenWdrttemberg | Seiten | RSund
Mathematik 2016 GMS?
Mkid 6-17B Teilbarkeit M. . Bt Teilbarkeitsregeln 5 ja
Arithmetik .
: _ _ M _ _ komplexe Sachverhalte vereinfachen
Mkid 6-17 Teilbarkeit Arithmetik Bt Teilbarkeitsregeln 4
. . M Winkel zeichnen und . L . . N
Mkid 6-18 Winkel Geometrie The messen 9 ja spielerisch Winkel zeichnen lben
. . : Problemldsestrategien:
Mkid 619 ProblemiGsen M Kle 8 ja Zusammenfassung und Erweiterung
. Bricheauf dem M N : Umgang mit Briichen UbehForderung der
e Geobrett Arithmetik Kle Sriche 5 ja Grundvorstellung durch Visualisierung
Mkid 6-21B Stammbriiche M , Hoc Briiche 4 ja
Arithmetik N "
_ - M - Umgang mit Briichen Uben
Mkid 6-21 Stammbriche Arithmetik Hoc Briche 4
. Fallkurven M : :
Mkid 6-22 experimentell Funktionen Kle 4 nein Grundvorstellung funktionaler Zusammenhang
. Physik: . . 3
Mkid 6-23 Rohoder gekoch® PH The 8 ja Experiment Beobachtung und Erklarung
. Chemie: Mai/ . . ;
Mkid 6-24 Brausetablette CH The 6 ja Experiment Beobachtung und Erklarung
. Ubungsmodul M .
Mkid 6-25B Rechnen Arithmetik Btl Rechnen 6 ja i
) Ubungsmodul M Rechenlbungen
Mkid 6-25 Rechnen Arithmetik Btl Rechnen 5
. Ubungsmodul M . o B
Mkid 6-26 Bruchechnen Arithmetik Hoc Rechnen 4 ja spielerische Rechenubungen
. Ubungsmodul . . .
Mkid 6-27 Textaufgaben M Kle 8 ja Strategien bei Textaufgaben
: Das Zusammenbasteln von Zahltermen unter
. . M Wiederholung . . : . .
Mkid 6-28 Briiche 32-1 Arithmetik Btl Bruchrechnen 8 ja vorgegebenen Bedingungen zwingt mitensiven

Reflexion der Regeln.

Mkid Themenuberblick Klasse 6 Seite3von4
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Nr. Thema Fach Autorin | direkter Bezug Anzahl | geeignet | Bemerkungen
bzw. zum Bildungsplan | der far
Autor BadenWidrttemberg | Seiten | RSund
Mathematik 2016 GMS?
. Taxt M . GeometrieTransfer;
Mkid 629 Geometrie Geometrie Hoc 5 ja mit Arbeitsblatt fir die Basisversion
. M . Quadratzahlen in unterschiedlichen
Mkid 6-30 Quadratzahlen Arithmetik Btl Quadratzahlen 7 ja mathematischen Kontexten
. rémische . : . :
Mkid 6-31 Zahlzeichen M Btl Zahlsysteme 4 ja ein unverzichtbares Bildungsgut
. . R Umkehr . .
Mkid 6-32 Ruckwartsrechnen| M Btl operationen 5 ja Zaubertrick
. . . M Schriftliches : e E(]Jv v A}lv u(P v ulsS ce
Mkid 6-33 schone Ergebnisse Arithmetik Btl Rechnen 4 ja EP viee VA U Z5 "% ~
. . Umgang mit : 1 %
Mkid 6-34 Grolien M Hoc GroRen 2 ja spielerisches Uben

Mkid Themenuberblick Klasse 6 Seite4 von4
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Mkid 6-01B Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Die KnobelaufgabeBammlung umfasst etwE00 Aufgabern(Teilaufgabersindeinzeln gezéahlt samt
Ldsungenggf.Differenzierungsvorschlagemd Kommentagn. Bisweilen wird auch der mathematische
Hintergrund beleuchtet. Die Lehrkraft darf / kann / soll / muss mehr wissen als Selmderinnen und
Schule(SuS)- .

Man darf den Begriff Knobelaufgabe hier gerne im weiteren Sinn verstéhetzdem haben nicht
wenige Aufgaben dieser Sammluthen typischenKnobelaufgabetClou.

Einige deKnobelaufgaben haben auch die immanente Wiederholung von Stoffen aus Klasse 5 zum
Inhalt.

Die Aufgaben kdnnebei Mkid-Stunden al$uffer eingesetzt werdenMan kann auch eigene
Knobelaufgabetstundenerfinden

DerZeitbedarferstreckt sichmit allen Abstufungeron einer Minute(Balken Cola,Dértes Mutter) bis
zu einer ganzen Sitzungefchnerisches Multipliziergrwenn man daausdehnermdchte.

MancheAufgabentypen ( § ] u g,8chatzfragepeignen sich fir ein klein€sewinnspiel

lv. <v} o u(P } & ]v ein€E ggef@dten IMischung vatnobelaufgaben zum
Abschluss der Mki&tunde kdnnte zu einerRitual werden.

Manche Aufgaben eignen sich gut zetbstandigen Variatiomlurch dieSugBudstabenRatsel,
Durchschnitte Wiirfe).

Es ist nicht daran gedacht, dass die kedift die Aufgaben gedruckt austeikondern dass diaufgaben
vorgelesenund ggf.im Unterrichtsgesprachkrlautert werden Ggf. werden wichtige Informationen an
die Tafel (0.4.) geschrieben oder gezeichnet bzw. auf irgendeine Art projiziert.

Fur die AufgabePunktsymmetrischind Vier gleiche Teilkann man auf das Arbeitsblatt4-Quadrate
zurlickgreifen, wenn man das mdchte.

Bei Aufgabendie Figuren enthalten, kann man auf das Arbeitsifagurenzuriickgreiferoder sich
selbst ein Arbeitsblatt mit den jeweils benétigten Figuren zusammenstellen.

Beischwierigen Aufgabeiist esschon gut, wenn diSuS

- das Problem erfassaimd sich Gedanken machen

- vonder Lehrkraftgesagt bekommen, dass dieses Problem ganz schwierig ist

- selbstandigerste Losungsansatze fasdgwben, loben, loben!)

- mit einem Tipp auf die richtige L6sung kommen

- die Auflésung versteheand derenintellektuellen Charme erkenng®chachbreit

- erkennen, dass auch aussichtsloscheinenderBituationen eine Lésungoglich ist.

An geeigneten Stellen widie Lehkraft auf eine deProblemldseStrategien
~Leben ist Problemléseht CARLIPOPPERPhilosoph, 1902994)hinweisen
X mache eine Skizze odege eineTabellean
mache ein Beispiel
probiere systmatisch
teiledas Problem in Teilprobleme auf
betrachte den ungiinstigsten Falc A} E 3« "o
arbeite dle Falle der Reihe nach systematisch, sorgfaltig und konzerabert
Vorwartsarbeiten bzw.:dnn man etwas Einschréankendes Uber die Lésung sagen?

X X X X X X

Die Selbsterfahrung der Lehrkrafst wichtig beim KnobelnAlso: nicht immer gleich die Lésung
anschauen- . Im Idealfall Gbertragt sich die Begeisterung der Lehrirafin Knobelrauf dieSuS

Mkid 6-01B Knobelaufgaben Infoblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mathe kann ich doch!

XX X|X]|X

x
<
x
<
x

XXX |X|X|X
XXX | X | XX
XX | X|X|X
XXX | X | XX
XXX | X | XX
XX | X|X|X

O
~

c) d)

>
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Mathe kann ich doch!

3 3 3
D G C
b HE b
15 2 H z F
5 15 L
1 ! !
05 05 05 E
A B
0| 05 15 2 25 3 35 CHEEEEUS 11 25 38 o| obs 15 2 265 3 35
I
3 3 3
1 D G C = D G C . D G c
5 5 5
! H VA F 1 H Z F 1 H Z F
1.5 1.5 1.5
1 1 1
n-c E ne E ne E
V) U9 U9
A B A B A B
o] o5 15 2 25 3 3 o| ob 15 2 25 3 35 o| ob 15 2 25 3 35
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Mathe kann ich doch!

9 16 11247 |20
5 1011 4 8 | 16
8 96 131219
4115 1 18] 1 |14
19
e o o e o o e o e
e o o e o o e o o
e o o e o o ® o o
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Mathe kann ich doch!

a) b) €)
XI tI =Xl X+IvV=V X+V ti=VI
d) e) f)

VI+VI=XII Xl tl=XV+VI Xtll=XV+VI

B B B
A A A
41213 3|2 1] 2 5|6 2 3
1 1|4 3 2 4163 1]5
5 5 5|6 1 5 4|6
a)| 6 b)| 6 )| 4 dy| 43 e)| 1 f| 2
2 5 2 3
3 5 213
2 1 1 5|4
9|3 h)| 1 i) | 4 hl216 K) 6

Mkid 6-01B Knobelaufgaben Figuren SeminaAFL(Gymnagim) Stuttgart | Vector Stiftug
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Mathe kann ich doch!
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Mathe kann ich doch!

KnobelaufgaberSammlung

Wer vieles bringtwird manchem etwas bringeand jeder geht zufrieden aus dem Ha@Boethe)

Ankreuzen:

Kreuze im Innern des Quadrates X X X X X)X XXX XXX

(linke Abbildung) noch 10 Felder ar | X X X[ XX X

so dass die Anzahl der Kreuze in X X x | X X X

jeder Zeile und jeder Spalte eine

gerade Zahl ist. X X X | X X | X
3y X X XXX X|X]|X

AnkreuzentL6sung:

Z.B.: rechte Abbildung XX X|X|X[X X X[ X|X|X]X

Ankreuzent Kommentar:

Strategie:Fragevorab t Gibt es irgendwelche Einschrankungen fir die Vielfalt der Losungen, die aus der
Aufgabenstellung folgen?

Antwort hier: Man kann in die 2. Zeile, 3. Zeile, 4. ZeileSur#kile nur O oder 2 oder 4 Kreuze eintragen
twegen der in der Aufgabenstellung geforderten Geradzahligkeit der Kreuze in allen Zeilen.
Strategie:Probiere systematisch und lerne dabei.

Die nachfolgenden Zeilen zeigen eine mogliche Abfolge von Versuchen und Uberlegungen.

1. Versuchkeine Kreuze eintragen in der 2. Zeflezweimal 4 Kreuze und einmal 2 Kreuze eintragen in
den drei anderen Zeile#Eflhrt nicht zu einer Lésung

2. Versuchkeine Kreuze eintragen in der 3. ZeflEzweimal 4 Kreuze und einmal 2 Kreuze eintragen in
den drei anderen Zeiled#Efuhrt nicht zu einer Losung; usw.

Was haben wir bisher gelernt? Sind in einer Zeile keine Kreuze eingetragen, fuhrt das nicht zu einer
Losung.

Also: In drei Zeilen miissen 2 Kreuze und in einer Zeile 4 Kreuze eingetragen werden.

3. VersuchDieser Ansatz fuhrt zu einer Losung, wenn man in den drei Zeilen, in die man 2 Kreuze
eintragt, diese geeignet verteilt. Die anderen Losungen entstehen aus der gezeigten Losung durch
Vertauschung von Zeilen bzw. Spalten.

Ankreuzent Differenzierung:

Einfachere Aufgabenstellungen machen mehr Vorgaben.

Zum Beispiel so:

Kreuze im Innern des Quadratesieder Zeile noch zwei oder vier Felder and zwar so, dass die
Anzahl der Kreuze in jeder Zeile und jeder Spalte eine geradergaben Mache insgesamt 10 Kreuze.

Oder so:
X X| X[ X|X]|X
Kreuze im Innern des Quadrates (Abbildung) noch 6 Felder an, so
die Anzahl der Kreuze in jeder Zeile und jeder Spalte eine gerade . XXX X[ X|X
ergeben X X
X X
X X
X X| X[ X|X]|X
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Mathe kann ich doch!
Aus eins mach zwei:
Zerschneide ein Quadrat in vier gleiche Teile, [ | M
du zu zwei Quadraten zusammenlegen kannst N\, a R N,

Aus eins mach zwei Lésungen: N\, 0 ’ \
Zerschneide das Quadrat entlang der Diagona _,-‘\_ < R
in vier gleichaechtwinkliggleichschenklige S "\ N\, K
Dreiecke (linke Abbildung). e N, \, v
Setze je zwei davon zu einem Quadrat e \, N s
zusammen (rechte Abbildung).

Blindenschrift:

Die so genannt8RAILLESchift verwendet fir Buchstaben und andere Zeichen sechs Punkte, die in
unterschiedlichen Kombinationen hervorstehen und mit dem Finger als Erh6hungen ertastet werden
konnen (vgl. Abbildungen untetausgefillte Kreise).

So steht also zum Beispiel fir den Buchstaben M die folgende Kombination (linke Abbildung, weitere
Beispiele in den drei anderen Abbildungen)

oben links: erhoht | @& @ @ o ® O

oben rechts: erhoht
Mitte links: glatt @ ®
Mitte rechts: glatt
unten links: erhéht
unten rechts: glatt ® ®

Wie viele Zeichen
sind in deBRAILLE M K I D
Schrift méglich?

Blindenschrift t LOsung:

Es sind 2= 64 Zeichen maglich.

Fur die Position obelinkshat man 2 Méglichkeiten (etit oder nicht). Fir jede dieser beiden
Madglichkeiten hat man fir die Position oben rechts wieder zwei Moglichkeiten. Das sind insgesamt jetzt
schon2 - 2 =4 Mdglichkeiten Fur jede dieser 4 Mdglichkeiten hat man fur die Position Mitte links

2 Moglichkeiten Bis hierher also 2 - 4 = 8 Mdglichkeiten usw.

Blindenschrift t Kommentar:

Diese Denkrichtung vielleicht sogar den Anfang eines Baumdiagrantrsslite die Lehrkraft al$ipp
vorgeben.

Man koénnte gemal deBtrategieTeile das Problem in Teilprobleagf namlich auch so verfahren:
- Wie viele Zeichen mit 0 erhdhten Punkten gibt es? Antwort: 1 (das ist offensichtlich)

- Wie viele Zeichen mit 1 erh6htem Punkt gibt es? Antwort: 6 (das ist offensichtlich)

- Wie viele Zeichen mit 2 erh6hten Punkten gibt es? Antwort: 15 (das ist schon schwierig)

- Wie viele Zeichen mit 3 erh6hten Punkten gibt es? Antwort: 20

Ab hier kommt man aber leider ohne die Kenntnis von Binomialkoeffizienten

- _nh 7. k 1) _
&i K -

Entre nous: t damit gilt dann:

Anzahl der Mdglichkeiten aus n Objekten k auszuwahlen, nicht mehr aus.

$ %5 %5 %5 % %5 9.

i @i @i @i & &1 &i
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Mathe kann ich doch!

Brett:
EinBrett ist 250 cnlang. Es soll in gleict@&lcke zu j&0cm Lange zes&gt werden Wieoft muss man
sagen?

Brett tLOsung:
Man muss 4mal sagen, nichtfalt A [+ v] Z§ Po p U u SHategle). ~]I1T ~

Bruder und Schwestern:
Max Meierhat genau so viele Bruder wie Schwestern. Seine Schwestern haben halb so viele Schwestern
wie Brider Wie viele Jungen und wie viele Madchen gibt es beFa@enilieMeier?

Bruder und Schwesterrt Lésungen:

Man wirdzu Beginreinfach einmal ein Beispiel machamm den Sachverhalt mit den vielleicht
verwirrenden Formulierungen zu verstehen und dann daralemen.

Strategie:Mache einfach einmal irgendein Beispiel, dass du den Sachverhalt zunéchst tberhaupt
verstehst und lerne dann daraus.

1. VersuchFamilie Meier hat 4 Jungen und 4 Madchen, dann hétte Max, er ist ja ein Junge, aber nur
3 Brider. Erkenntnis: Es muss ein Junge mehr sein.

2. VersuchFamilie Meier hat 5 Jungen und 4 Madchen. Jedes Madchen hat dann 3 Schwestern und
5 Briider. Das passt noch nicht ganz, es fehlt noch 1 Junge zum Doppelten.

3. VersuchFamilie Meier hat 6 Jungen und 5 Madchen. Jedes Madchen hat dann 4 Schwestern und
6 Briider. Das passt noch weniger, jetzt fehlen schon 2 Jungen zum Doppelten. Erkenntnis: Vielleicht also
weniger Kinder?

4. VersuchFamilie Meier hat 4 Jungen und 3 Madchen. Jedes Madchen hat dann 2 Schwestern und
4 Brlder. Jetzt passt es.

Brider und Schwestern Kommentar:

An die Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS) ist dabei nicht gedacht.
Y vl Zo @& :pvP VV DY viZo ED Zv

LGS: #1=M s 2-Mt1)=J e J=45 M=3

BuchstaberRatselmit Lésungen

‘w Jv & ¢ I°EipvPr Jv (v E vi g Eo] Z v rAZE] A ] ]
Beispiel60 = M hat eine S ZABedeutung: 60 Minuten hat eine Stunde

24 = S hat ein E24 Stunden hat ein Tag

366 =T hat ein $E366 Tage hat ein Schaltjahr

500 = G hat ein PAEBedeutung: 500 Gramm hat ein Pfund

100 = L hat ein HLAEBedeutung: 100 Liter hat ein Hektoliter

4 = E hat ein QEBedeutung: 4 Ecken hat ein Quadrat

1000 = KCM hat ein EEBedeutung: 1000 Kubikzentimeter hat ein Liter

6 = Q hat ein WAEBedeutung: 6 Quadrate hat ein Wiirfel

31 =T hat der JEBedeutung: 31 Tage hat der Januar

1000 = F hat der TEE1000 Fuf3e hat der Tausendfii3ler (stimmt ja eigentlich gar nicht: Nach Wikipedia
sind es im Extremfall 750)

Man wird den Schwierigkeitsgrad ausloten missen und ggf. sogar jeweils die beiden Anfangsbuchstaben
(Tipp) vorgeben, z.B.: 6 = QU hat ein WEBedeutung: 6 Quadrate hat ein Wirfel.

(V)3

<
=

N
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Mathe kann ich doch!
BuchstaberRatsel t Kommentar:
Mit den Schilerinnen und Schilern zusammen selbst Beispiele finden macht SpafR!
Gerne wird man auch weiteraul3ermathematisch8eispiele verwenden:
4 Blatter hat ein GluckKleeblatt
die 4 Himmelsrichtungen heiRen Nord, Ost, Stid und West
5 Finger hat eine Hand
7 Haute hat eine Zwiebel
11 Spieler hat eine Fu3ballmannschaft
16 Bundeslander hat die Bundesrepublik Deutschland
18 Mannschaften hat die Bundesliga
USW.

Cola:
EineDose Col&ostetl | X « }o <« o <3 |}e3Smehrblodie|leere Dose. Was kostet die leere
Dose?

Cola- Ldsung:

] *%}vsS v / U ¢ ] o EiUJt |iNITUOT | I}eS SU JeS (0 ZX ¢ }(( Vv
WE} ~JeW iUdiI | = ~iUdI | = 1UO0I |« A iUdI }J&X [}*S}s I}wg BUBUTJU X o
sind§ §¢ Zo] Z iUOI J u ZE o° iUTI |X
Die Losung kann und soll durch Probieren gefunden werden, an die Verwendung eines linearen
Gleichungssystems ist hier nicht gedacht.

DortesMutter:
Die Mutter von Dortéhat 4 Kinder. Das erste KiheiRtMara. Das zweite Kind haeiRtMere. Das
dritte Kind reil3t Mimi. Wie heifl3t das vierte Kind?

DortesMutter - Losung
Nein, es heil3t nicht Momdas vierte Kingdon Dortes Mutter muss Dorte heif3en, wenn die anderen
drei Kinder offenbar nicht Dorte heil3en.

Dreiecke:
Ordne sechgleichlangeStabeso an, dass vielgjchseitige Dreiecke entstehetgenau vier, nicht mehr
und nicht weniger.

Dreiecke t Lésung
Man bilde eine Dreieckspyramide, das sogenannte Tetraeder.

Dreiteilung:

Teile ein gleichseitiges Dreieck (vgl. Abbildung rechts mit
eingetragenem Mittelpunkt) in deckungsgleiche Teile (gleicl
Form und gleiche GroRepf, und zwar:

a) in drei Dreiecke y
b) in drei Drachen
c) in drei Trapeze
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Mathe kann ich doch!

Dreiteilung t Losungen:
a) Verbinde den Mittelpunkt mit b) Falle das Lot vom Mittelpunk ¢) Zeichne Parallelen zu den
den Eckpunkten. auf die Seiten. Seiten durch den Mittelpunkt.

AN AN A

Dreiteilung t Kommentar.

Entre nous: Vom Mittelpunkt eines Dreiecks zu sprechen verbietet sich im Allgemeinen, weil dabei

uvlio & ]+3U A o Z ¢cD]88 " P u Jvd ]*8X /v & E P I}uu v IX X E hulE
Inkreismittelpunkt und der Schwerpunkt. Beim gleichseitigen Dreieck fallen alle diese Punkte (und noch
weitere wie der Hohenschnittpunkt oder dBERMATTORRICEL-Bunkt, das ist der Punkt mit der

ul]Jvlu o v v3( EVpVvPespuu ITp v 1%pvId ve Tpe uu vU ¢} e u v A}Zo
Mittelpunkt sprechen kann.

Dreiteilung t noch ein Kommentar

Diesegeometrische Situation ist stark verallgemeinerungsfahig. Man kann vom Mittelpunkt des
gleichseitigen Dreiecks aus eine beliebige Stragkesogar irgendeinen Streckenzug oder eine beliebige
Kurve t zum Rand zeichnen und diese dann zweimal um 120° drehen. Auf diese Weise erhélt man stets
eine drehsymmetrische Figur zum Drehmal3 120° bzw. eine Aufteilung in drei deckungsgleiche Flachen.

WA

Durchschnitte:

a) Wie lautet der Durchschnitt der Zahlen 3; 4 und 8?

b) Wie lautet der Durchschnitt der Zahlen 3; 4; 7; 10 und 16?

¢) Finde dreunterschiedliche Zahlen mit dem Durchschnitt 10.

d) Finde flnf unterschiedliche Zahlen mit dem Durchschnitt 20.

e) Zu den Zahlen 3 und 8 ist eine dritte Zahl gesucht, so dass der Durchschnitt der drei Zahlen 10 ist.

f) Zu den ZahleB; 5und 11ist einevierte Zahl gesucht, so dass der Durchschnitt\der Zahlen 10 ist.

g) Es sind vier unterschiedliche Zahlen gesucht, deren Durchschnitt grofer als die zweitgro3te Zahl ist.
h) Es sind drei unterschiedliche Zahlen gesucht, deren Durchschnitt gréRer als die gréf3te der drei Zahlen
ist.

i) Bilde mit den Ziffern 1; 2; 3; 4; 5 und 6 (jede der sechs Ziffern soll genau einmal verwendet werden)
drei Zahlenderen Durchschnitt 37 ist.

j) Felix hat von drei Zahlen den Durchschnitt berechnet. Er vergréf3ert eine der drei Zahlen um 6. Um wie
viel vergroRRert sich der Durchschnitt?

Mkid 6-01B Knobelaufgaben SammlungSeite5 von40 Semirar AFL (Gymnasiuntuttgart| Vector Stiftung



Mkid 6-01B Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!

Durchschnitte t Losungen:

a)(3+4+8):3=15:3=5
b)(3+4+7+10+16):5=40:5=8

c)z.B.: 9;10;11

d) z.B.: 18;19; 20; 21, 22

e) Dritte Zahl: 19, die Summe der drei Zahlen mBis4.0 = 30sein.
f) Vierte Zahl: 22, die Summe der vier Zahlen mis4.0 = 40sein.
g) z.B.: 1; 2; 3 und 10 mit Durchschnitt 4

h) Das ist nicht moglich.

i)(14+62+35):3=111:3=37

j) Der Durchschnitt vergrofR3ert sich um 2.
Formal:(a+b+c):3=m; (a+b+c+6):3=m+2.

Man ist hier mit beispielgebundenen Argumentatiorggr Schuilerinnen und Schulg8uSyufrieden.

Durchschnitte t Kommentar.

Suoénnen in aller Regel Durchschnitte (arithmetische Mittel) berechnen, auch schon vor einer
Behandlung dieses Themas im Unterricht. Fir diesen Fall wirde man ausloten, was von den
Aufgabenteilen a) bis j) mdglich ist.

Suskoénnenggf.selbstsolcheAufgaen erfinden.

Durchschnitte t noch ein Kommentar:

Die sogenanntéusgleichseigenschafit fir den Durchschnitt charakteristisch. Sie besagt, dass eine
Zahl d genau dann Durchschnitt der n Zahlenad) YisgBvenn sich die Abweichungen dewven d
nach oben und die Abweichungen nach unten ausgleichen, also die vorzeichenbehaftete
Abweichungsumme gleich 0 ist.

Beweis:

K+t =Y F:lEd e (+x =Y F=M-dee (atd)+(xt « = Y 2dr#D.

Beispiel:

x1=3;%=4; x=8;d=5

x1 = 3: Abweichung nach unten = 2, vorzeichenbehaftete Abweichubg =

X2 = 4: Abweichung nach unten = 1, vorzeichenbehaftete Abweichuhg =

xs = 8: Abweichung nach oben = 3, vorzeichenbehaftete Abweichung = 3

Esistinder Tat 3=2+1 bzw. 2} 1) =0.

Bei der Aufgabe e)Der Durchschnitt der drei Zahlen 3 und 8 ®? soll 10 seil).

kann man also auch vorgehen:

Man bestimmt zunachst die Summe doweichungen nach unten, diese betragt 7 + 2 = 9. Die dritte
Zahl muss also 10 + 9 = 19 lauten.

EIf:
toZzZ ¢ Zo ]*S P ul]vs ul]S$ co(dppuev o( ,uv ES o("M

EIf tL6sungen:
11 -1000 + 11 -100 + 11 =12.111

Elf t Kommentar

*Po ] ZVvW clA,o( d pe v TA,0( ,uv ES TA,0(" ]88 wvv il | iiii =
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Mathe kann ich doch!

Extreme Korper:

Was flr ein Koérper ist das?

a) eire einzelne Spaghetiludel
b) ein Blatt Papier DIN A4

c¢) ein Sandkorn

d) eine Buroklammer

e) die Spitze einegespitzten Bleistifts
f) ein Bleistift ohne Spitze

g) ein Haar

h) ein Trinkhalm

i) eine DVD

Extreme Korper Losung:
a) ein Zylinder
e« JvYu &~ J]cviEUoOUur®W %] E SEPS ] ,,Z ]e+eYup E- SA
c) eine Kugel (in guter Naherung)
d) ein gebogener Zylinder
e) ein Kegel
f) In aller Regel ist das ein Prisma, oft ist es sechseckig.
Zylinderférmige Bleistifte sind eher selten, weil sie nicht so praktisch sind, sie rollen von schragen
Tischflachen.
g) ein Zylinder
Ze ]v ,}ZolICo]v E ~ ]88 JveCol]v E ] wulvvyv Jvio]v E E «Co]
i) ein Hohlzyinder

Farbe:

Roberthat einenWiirfel mit der unteren Halfte in roté-arbe géaucht Die Abbildungen zeigen Netze
dieses WiirfelsDie untere Seitaflacheist schorrot gefarbt.

Zeichne ein, an welchen Stelleachrote Farbe ist.

a) b) C) d)

i i
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Mathe kann ich doch!

Farbe t L6ésungen:
a) b) c) d)

o I

Farbige Socken:

Leander hat insgesamt zwei Paar dunkelblaue, drei Paar dunkelbraune und vier Paar dunkelgriine
Socken. Diese insgesaR@arl8 Socken liegen gewaschen und getrocknet in einer Schublade, aber
einzeln und durcheinander.

Er bittet Linda ihm ein Paar gleichfarbige zu holen. Linda ist leicht farbenblind und kann diese dunklen
Socken nicht unterscheiden.

Wie viele Socken muss sie mindestens mitnehmen, damit sicher zwei gleichfarbige darunter sind?
Wir gehen hierbei davon aus, dasske@e linken oder rechten Sockeibt.

Farbige Socker L6sung:
Sie muss mindestens vier Socken mitnehmen. Bei dreien sind es im unguinstigsten Fall drei verschiedene,
bei vieren sind dann sicher zwei gleiche Farben dabei.

Farbige Socken t Kommentatr.

Strategienhierbei sind:

- V UvPOove3]|PeSwors€cas@® s~c SE ZS vX

- Das sogenannt&chubfachprinzipnwenden. Wenn n+1 Kugeln in n Schubfachern verteilt werden
sollen, dann liegt in mindestens einem Schubfach mehr als eine Kugel.

Felder:

Farbe mdoglichst viele Felder (linke Abbildung), ab
in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder Diagonalen
sollen hochstens zwei Felder gefarbt sein.

Felder t Losung:
Rechte Abbildung mehr als sechs Felder sind nich
moglich
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Mathe kann ich doch!
Figur 1: :
a) Wie ist die Figur (Abbildung rechts) entstanden?

25
b) Bestimme ihren Flacheninhatfast ohne etwas zu rechnen.
2
15
;
0:5

Figur 1t L6sung: 2
a) Es wurden die beiden Strecken AB und DC (Abbildung rechts), « | D &
vier Halbkreise gezeichnet, zugehdrige Mittelpunkte: (1]1); (3|1);
(312); (112). i
b) Die Figur hat denselben Flacheninhalt wie das Quadrat ABCD d '
<vsS vo vP iX ] ]v°GE-§Zvv,oGE]1< >
beiden Halbkreislticken. tas
Der Flacheninhalt betragt 2 - 2 = 4 fgm a §

0 05 1 15 2 25 3 35
Figur 2: 5
a) Wie ist die Figur (Abbildung rechts) entstanden? i
b) Bestimme ihren Flacheninhatfast ohne etwas zu rechnen. :

15
1
0:5

0 05 1 15 2 25 3 35
Figur 2t L6sung: 3
a) Es wurden insgesamt acht Halbkreise gezeichnet. s D C
Zugehdrige Mittelpunkte: (1,50,5); (2,5|0,5); (3|1) usw. (Abbildung
rechts) :
b) Die Figur hat denselben Flacheninhalt wie das Quadrat ABCD d *5
Kantenlange 2. Geht man gedanklich von Quadrat ABCD aus, erke — C )
man, dass die Uberstehenden vier Halbreise in die vier Halbkreisli
C%o ¢ VX i o
Der Flacheninhalt betragt 2 - 2 = 4 fgm S P A P

FHgur2 tKommentar.

Der arme cer Figur der Aufgabe Flacheninhalt 2 liegt darin, dass diese kgingje Strecke enthalt.

Die beiden Figuren der Aufgaben Flacheninhalt 1 und 2 sind fayeaahetrisch stark verwandt. Die

zweite entsteht aus der ersten durch das Ansetzen von jeweils zwei Halbkreisen oben und unten. Dies

( 0083 u,Po] Z EA ]Je ITpuv Z+3 v] Z3§ ¢} 8 El p(U A ]Jo *] Z ]vZ 080] Z v
ct %o % v~ P  vloiVadrdergrund drangen.

Mkid 6-01B Knobelaufgaben SammlungSeite9 von40 Semirar AFL (Gymnasiuntuttgart| Vector Stiftung



Mkid 6-01B Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!

Figur 3: 3
Gesucht ist eine zum Mittelpunkt Z des Quadrates ABCD i D G C
punktsymmetrische Figur (Abbildung rechts).
Zeichne dazu acht Halbkreise zu den Strecken AE, EBvBfind 2 H . :
zwar vier ins Quadrat ABCD hinein, vier auRerhalb. i H *
Die Halbkreise innerhalb des Quadrates sollen sich nicht .
tberschneiden. L E

A B

0 05 1 15 2 25 3 35

Figur 3tL6sung: 3 3

Es gibt bis aufibereinstimmung durch
Spiegelung und Drehung (Kongruenz
zwei Losungen, vgl. die beiden
Abbildungen rechts.

2.5 25

Fgur 3 t Kommentar:

] &]PUE o]vie ~ ¢e¢}i] 8]}v v cd p ~U ct]v E N"e ]88 ¢}P E E Z+Cuu 3¢
rechts ~ «+}1] $]PBve Al o o)eReifach achsensymmetrisch.
Mehrfach symmetrische Figuren kénnen einen asthetischen Reiz ausstrahlen.

Fgur 3 t Differenzierung:

Die Schilerinnen und Schuler kdnnen

- eine LOsung finden

- beide Lésungen finden

- begriinden, warum es keine weiteren L6sungen geben kann (Beginne mit einem Halbkreis innerhalb
des Quadrates. Fur den benachbarten Halbkreis zur selben Strecke gibt es noch zwei Mdglichkeiten:
aul3en oder innen. Danach ist durch die Punktsymmetrie und die weiteren VVorgaben alles festgelegt.)

Finfekette:
Eine FlUnferkette besteht aus fiinf Zahlen, die man auf die folgende Weise erhalt:
Die ersten beiden Zahlen denkt man sich aus. Die dritte Zahl ergibt sich, indem man die ersten beiden
Zahlen addiert. Die vierte Zahl ergibt sich, indem man die zweite und die dritte Zahl addiert. Die fiinfte
Zahl ergibt sich, indem man die dritte und die vierte Zahl addiert. Man bildet also immer die Summe der
beiden Vorganger.
Ein Beispiel:

x 1.Zahl4 | 2.Zahl:7 | 3. Zahl: 4+ 7 %1 | 4. Zahl: 7 + 11 ¥8 | 5. Zahl: 11 + 18 29.
Fridolin hat einen Trick entdeckt, wie er aus der 1. Zahl und der 2. Zahl einer Flinferkette die 5. Zahl
direkt ausrechnen kann, ohne die 3. Zahl und die 4. Zahl zu berechnen.
Findest du den Trick auch?

Funfekette tLOsung

Die 5. Zahl ist das Doppelte der 1. Zahl plus das Dreifache der 2. Zahl.

Die Losung erhalt man ohne Zuhilfenahme von Variablen verallgemeinerungsfahig am Beispiel, indem
man die Zahlterme der 3. Zahl, derZahl und der 5. Zahl nicht ausrechnet, sondern zusammenfasst.
1.Zahl4 | 2.Zahli# | 3.Zahl4+[ | 4.Zahl@+4+7 | 5.Zahl4+@+{+4+7=24+3 1
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Mathe kann ich doch!

Funferkette t Kommentar:
Mithilfe anderer Beispiele kann man diésung vermuten, die Begriindung steht dann natirlich noch
aus.

1.Zahl:1 | 2.Zahl:10 | 3.Zahl:1+10=11 | 4. Zahl: 10+ 11 =21 | 5.Zahl:11+21 =32
1.Zahl:1 | 2.Zahl:100 | 3.Zahl: 1+ 100=101 | 4. Zahl: 100 + 101 =201 | 5. Zahl: 101 + 201 = 302
FuBbaltTurnier.

Zu einem kleinen FuRbdlurnier sind vier Mannschaften gemeldet. Jede Mannschatft spielt gegen jede
andere.

a) Wie viele Spiele finden statt?

b) Kurz vor Turnierbeginn meldet sich noch eine fiinfte Mannschaft. Der Turnierleiter Uberlegt, ob er sie
zulassen soll. Wie viele Spiele wirden hinzukommen?

FuB3baltTurnier t Loésungen
a) Wir nennen dievier Mannschaften AB, C, und D und schreiben die mdglichen Spiele systematisch
auf:
AB AC AD

BC BD

CD

Es sindhlso 6Spiele.
b) Mit der funften Mannschaft E wirden vier Spiele dazu kommen: AE, BE, CE, und DE.

FuRBbalkTurnier t Kommentar:

Strategie alle Félle der Reihe nach systematisch, sorgféltiglgndl vE§E] ES ¢ & ]5 v~ pv
beachten, dass AB und BA dasselbe Spiel ist.

Entre noust allgemein: Wie viele Spiele sind es bei n Mannschaften?

Bzw. in der kombinatorischen Ubersetzung:

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus n Objektesu@zuwahlen?

Bei n Mannschaften gibt egg; n mz D
1

Spiele.

FuBbaltTurnier t Differenzierung
Neben densystematischen Abzéhlen kann man je nach Leistungsfahigkeibareltschaft der
Lerngruppe auch noch weitere Teilaufgaben stellen und den Sachverhalt weiter strukturiert angehen:

c) Gesucht ist ein Zahlterm, mit dem man die Anzahl der Spie - 2 . 3
bei 4 Mannschaften berechnen kann.

Die folgenden Uberlegungen helfen dabei. A AA | AB | AC | AD
Die Tabelle (Abbildung rechts) zeigt alle méglichen Zweier B BA | BB BC BD
Kor_nblr_1at|on_en der Buchstaben von A bis D. . cA | cB co D
- Wie viele sind es?

- Wie viele muss man streichen, da eine Mannschaft nicht ge D DA | DB | DC | DD

sich selbst spielen kann?
- Wie viele der Zweierkombinationen bezeichnen dasselbe Sg
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Mathe kann ich doch!

LOsung:

Es sind 4 - 4 Zweierkombinationen.

Die vier Kombinationen in der Diagonale von links oben nach
rechts unten (Abbildung rechts) muss man streichen,

es bleiben 4 - 4 4 brig.

Je zwei Kombinationen bezeichnen dasselbe Spiel,

also gibt es (4 - 44) : 2 = 6 Spiele.

A B Cc D

AB AC AD
BA BB BC BD
CA CB ccC CD
DA DB DC DD

ol 0| o>

d) Wie lautet deZahlterm mit dem man die Anzahl der Spiele bei 5; 6; 18 Mannschaften (= Bundesliga
Vorrunde) berechnen kann?

LOsung:

Der Dreischritt der Uberlegungen zum Aufbau des Zahlterms verlauft analog zu denen bei der
Teilaufgabe c).

Bei 5 Mannschaften sind es (5 t5) : 2 = 10 Spiele.

Bei 6 Mannschaften sind es (6 t6) : 2 = 15 Spiele.

Bei 18 Mannschaften sind es (18 - 188) : 2 = 153 Spiele.

Génse und Schafe:
Auf einer Wiese sind Ganse und Schafe. Es sind insgesamt 30 Képfe und 94 Beine. B4asaalad
wie viele Schafe sind es?

Géanse und SchaféLdsung:

] & ]S v Jv >,eupvP PE Z cP ¢ Z] IS N ~P u ]JvS ]*SW ¢Ce*S U S]e Z e
eine L6sung mithilfe eines linearen Gleichungssystems (LGS).
1. Versuch: Waren esusschlielich Schafe, also 30, kdmen 30 - 4 = 120 Beine zusammen. Das sind zu
viele Beine. Also sind es weniger Schafe.
2. Versuch: Wéaren es 15 Schafe und 15 Ganse, kamen 15 - 4 + 15 - 2 = 90 Beine zusammen. Das sind zu
wenige Beine. Also sind es mehr Schafe.
TXs Eepy ZW Y

Jv (JESP « ZE]$S VE "' vl AEWGCEeSi8"uv JvrZ ( pE Z ]Jv '
bleibt also gleich), erhalt man zwei Beine weniger. So kann man sich von einem Versuch zur Losung
v}EA E3 E ]3 v~ X
Es sind 17 Schafe und 13 Génse. Das sind 30 Tiere (Kopfe) und 17 - 4 + 13 - 2 = 94 Beine.
'Y vl Zo & ' ve ANY vl Zo @& M Z(
LGS: G+S=32-G+4-S=94ce G=1335 S=17

Géanse und Schafé Kommentar:

Dassystematischet im Gegensatz zum planlosérProbierenist eine ganz wichtig8trategie

Gewicht1:

D &S« PS5Wc/ ZA] P 16 IP puv 1 ,0(8 ulve'A] Z3+X~t] Al o Al P
Gewichtl tLdsung:

Der fehlende Teil isvieder eine Halfte, also sind 28 kg die Hélfte des Gewichts von Mert. Mert wiegt

also 2 - 28 kg = 56 kg.

Gewicht 1t Kommentar:

Eine kleine SkizzStfategie) kann helfen.
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Mathe kann ich doch!

Gewicht2:
vl o« PS5W c/ Z Al P 16 IP pv Jv EJ]88 0 u]vee"'A] Z3+X~t] A] o A

Gewicht2 tLosung:

Der fehlende Teitu einem Drittekind zwei Drittel, also sind 28 kg zwei Drittel des Gewichts von Daniel.
Ein Drittel waren dann 14 kg. Daniel wiegt also 3 - 14 kg = 42 kg.

Probe: Ein Drittel von 42 kg sind Bg, 28 kg + 14 kg = 42 kg.

Gewicht2 t Kommentar:

Eine kleine Skizz&tfategid) kann helfen.

Man kann auclsystematisch probieref{strategid):

- Angenommen Daniel wiegt 60 kg. Ein Drittel davon sind 20 kg. 20 kg + 28 kg = 48 kg, das passt nicht.
- Angenommen Daniel wiegt 45 kg. Ein Drittel davon sind 15 kg. 15 kg + 28 kg = 43 kg, das passt nicht.
Jetzt ist die Losung nahe.

- Angenommen Daniel wiegt 42 kg. Ein Drittel davon sind 14 kg. 14 kg + 28 kg = 42 kg, das passt.

Grabung:
Wennlngmarl Tag braucht, um ein Loch auszugraben, das 1 Meter lang, 1 Meter breit und 1 Meter tief
ist, wie viele Tage braucht er dann fir ein Loch, das 3 Meter lang, 3 Meter breit und 3 Meter tief ist?

Grabungt Losung:
Nicht 3 Tage, sondern 27 Tage, wenn man hier von einer Proportionalitftgiloriag) ausgeht.

Grundstucke 1:

Ein hakenférmiges Grundstudkgl. linke
Abbildungt soll in vier deckungsgleiche Teile
(gleiche Grof3e und gleiche Form) aufgeteilt
werden.

Grundstucke 1t Losung:
Rechte Abbildung ohneunterlegtes
Karogitter

Grundstuckel t Kommentar.

Stellt man die Aufgabe ohne unterlegtes Karogitter (°E u]S8 v VvP v cvu@E& E Z3§ t]vl «
I°CEl E v "§E | v ee]v 00 Po]Z o vPX"reU (008 <« p((]Jv v E >, epu\
schwerer.

Fur beide Falle qilt:

Wenn man sich einmal von der Hoffnung verabschiedet hat, dass man mit der Rechteckform hinkommt,

o] PS§ ] >,spvP cv Z ~X

Mit Blick auf das Karogitter kann eine strukturelle Uberlegung heSémategie Kann ich irgendetwas

Uiber die einzelnen Stiicke saggn?

Insgesamt sind es 12 Karos, also muss jedes der vier Flachenstiicke 3 Karos beinhalten. Wenn man keine
< E}el E+ Zv] 8U P] & «VvuE IA ] D,Po] ZI ]88 VU =« Z Z3 | pv E
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Mathe kann ich doch!
Grundstucke2:
Ein trapezférmiges Grundstidikgl. linke Abbildung soll in vier deckungsgleiche Trapeze aufgeteilt
werden.

Grundstiicke 2t Lésung:
Rechte Abbildung
Grundsticke2 t Kommentar.

Stellt man die Aufgabe ohne] v P E ES E Al E IlpvPePo ], Wirdess° | ~cd
wesentlich schwieriger. Man wird dann wohl zun&chst mit Dreiecken experimentieren, was aber nicht

zum Ziel fuhrt.

Mit Blick auf das Karogitter kann auch hier eine strukturelle Uberlegung h&8featdgie Kann ich

irgendetwas Uber dieinzelnen Stiicke sagen?

Insgesamt sind es 2aros, also muss jedes der vier Trapeze 6 Karos beinhalten.

Man kann auch sogar die Trapezform vorgeben, es bleibt immerhin noch die Frage nach der Lage der

vier Trapeze.

Herz:

>]vl ]Jo uvPW t] ApcE e c, ( c
Herz t LOsung:

Rechte Abbildung:

- Halbkreis um den Mittelpunkt der Strecke AB

- Halbkreis um den Mittelpunkt der Strecke BC

- SechsteKreis um A mit dem Radius AC

- SechsteKreis um C mit dem Radius AC

Kamele

Einalter Araber bestimmt vor seinem Tode, dass der erste Sohn die Halfte, der zweite Sohn den dritten
und der dritte Sohn den neunten Teil seiner Kamele erhalten soll. Da er 17 Kamele hinterliel3, konnten

sich die S6hne nicht einigen. Ein Derwisch, der mit einem alten Kamel vorbeikam, halindreagte

c/ ZAloo pwZulv<uoo]ZvX*EuvvZui E & ", Zvderejste v i6 <
Sohn 9 Kamele, der zweite Sohn 6 Kamele und der dritte Sohn 2 Kamele.

Damit waren 17 der 18 Kamele vertailtd der Derwisch zog mit seinem Ubrig gebliebenen Kamel

weiter. Hier stimmt doch etwas nichflber was?

Kamele t Lésung:
Die drei Teile, die der alte Araber seinen Séhnen bestimmt hat, geben zusammen kein Ganzes.

11 17

Es ist namlich;- 39 18 Damit bleibt beim Verteilen nattrlich etwas ubrig.
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Mathe kann ich doch!
Kehrschaufel:
Vier Holzer stellen eine Kehrschaufel.darder Schaufel liegt
etwas Dreckt vgl. linke Abbildung. Lege zwei Holzer so um,
dass der Dreck aul3erhalb der Schaufel liegt.

Kehrschaufelt Losung:
rechte Abbildung

Kinder:

Franjound Gudrursind zusammen 83 Jahre alt, Franjo ist 43 Jahre, Gudrun ist 40 Jahre alt. Ihre funf
Kinder sind zusammen 50 Jahre alt: Almut ist 3, Bert ist 7, Christine ist 11, Dora ist 13 und Emma ist 16
Jahre alt. In wie viel Jahren sind die Kinder zusammen genau so alt wie die Eltern zusammen?

Kinder t Losung:
Das wird in 1 Jahren der Fall sein.
Zunachst ist vielleicht gar nicht klar, ob das irgendwann der Fall seindeinddie Kinder werden alter,
die Eltern aber auch!

Jv Ee8 E s Eep Z ul8 IX Xc]vi:ZEvAT]PS Juu EZ]v »« Z}v ]Jvu oU
ce Zul]ol§ W
Franjo: 48 Jahre, Gudrun 45 Jahre, zusammen 93 Jahre,
Almut 8, Bert 12, Christine 16, Dora 18 und Emma 21 Jahre, zusammen 75 Jahre.

JviA]l8 E s Eepy Z uld8 IX Xc]lvii:ZE vr1]PS vvU e u v e] Z e« 7}
befinden muss.
Hier ist an dieStrategie pyv. >, *uvP PE Z cP ¢ Z] IS N ~P u ]WsobhieBaW +Ce+S u S]e -
gedacht, nicht an eine Losung mithilfe eines linearen Gleichungssystems (LGS).

U U U U U&U"'Y 03 & A}v oupsu E&EsSU ZE]*S]v U }E& U uu U
Y P ep zZs8 viZo & :ZE
LGS:A+B+C+D+E=50F+G=835 A+B+C+D+E+5:-J=F+G+2-J fihrtzu J=11

Kinder t Differenzierung:

Die einzelnen Altersangaben der sieben Personen sind fir das Probieren hilfreich, grundsatzlich aber
Uberflissig. Stellt man die Aufgabe ohne die einzelnen Altersangaben, wird sie deutlich abstrakter und
damit schwieriger. Auch hier kann maystematisch probieren

Zu einer analytischen Lésung fiihrt die folgende Uberlegung:

Pro Jahr werden die beiden Eltern zusammen 2 Jahre alter, die 5 Kinder zusammen aber 5 Jahre alter.
Pro Jahr verringert sich der Abstand also um 3 Jahre. Ein Abstand der beiden Summen von anfanglich
33Jahren ist also in 33 = 11Jahren ausgeglichen.

Knopfe:
In einer Familie sind sieben Sohne. Jeder Sohn hat sieben Hemden. Jedes Hemd hat sieben Kndpfe. Wie
viele Knopfe sind es insgesamt?

Knopfe t LOsung:
Es sind 7 - 7 -Rnopfe = 343 Kndpfe.

Knopfe t Kommentar:
Dahinter steckt die so genannBroduktregel der Kombinator{kicht addieren!)
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Konfetti:

Konrad hat ein farbiges Stiick Papier und produziert Konfetti mit seinem Locher.

<}ved VI ¢« PSEW c = ]*8 E u°Ze uxn

<}vE =<+ PSW c/ Z Z s (E P W %] E & Juo P (08 s$X "} EZ oS8
<}ved vl ¢« PSW cE JvU + W %] & o] P§ } Z vv Juu E }% % 03X =« ]
Wer hat Recht?

Konfetti tLosung
Beide haben nicht Recht. Faltet man ein Papier dreimal, so erhalt man acht Lagen Gbereinander. Man
erhéalt also die achtfache Menge bei jedem Lochvorgang.

Korper:(Die Aufgabnsolen c]u <} &elfst werden.)
a) Ein geometrischer Korper hat acht Ecken und zw6lf Kanten. Welcher konnte es sein?
b) Ein geometrischer Korper hat fiinf Ecken und acht Kanten. Welcher kbnsgeen@s
e JvZ ZsS | E}S] €S « Zv 00 pu Jv e ]Jv E M"]JSVvXtoZ E<,E% E

Korper t Losung:

a) Es kdnnte ein Quader sein.

b) Es kénnte eine quadratische Pyramide sein.
e o Cc Vv3e§ Z3N Jv eCo]v EX

Korper t Kommentar:
Zu a) und b) Dasann marmit Prismenvariieren.
Zu c)Das kann mamit rechtwinkligen Dreieclen variieren

Kreuz:

Schneide von dem Kreuz (linke Abbildung) vier gleiche Dreiecke
und setze sie an anderer Stelle wieder so ein, so dass sich ein
Quadrat ergibt.

Kreuz t LOsung: A~

Rechte Abbildung: schneide rechtwinklige Dreieck ab (Schnittlinie _..-" ) I

StrichWpuvIiSeU ] ¢ % ¢ v PvVvpulv ] clvuyu

Schnittlinie ist jetzt Teil des Quadfandes (gepunktete Linie). ’:' =
‘ il
g )
i ’
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Kreuz t Differenzierung:

me

Mathe kann ich doch!

Schwierigere Aufgabenstellun§chneide von da Kreuzvier gleiche Teile ab und setze sie an anderer

Stelle wieder so ein, so dass sich ein Quadrat ergibt.

Noch schwierigerSchneide von da Kreuzvier Teile ab und setze sie an anderer Stelle wieder so ein, so

dass sich ein Quadrat ergibt.

Ganz schwierig: Zerschneide das Kreuz mit vier geraden Schnitten in funf Teile und setze diese zu einem

Quadrat zusammen.

Magische Quadrate 1:

Bei einemmagischen 3x®uadrate]v ] ¢](( €v iV IV iV YV 0 «} ]v
einzutragen, dass die Summe der drei Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden

Diagonalen immer dieselbe ist, wir nennen sierdeggische Summe

Diemagische Summe bei einem magischen-@x@&drat kann man so bestimmen:

i=1=7=Y =06 AdAU IpE <3JuupvP E u PJ* Z v “puu

verteilen. Die magische Summe ist also 45 : 3 = 15.

a) Linke Abbildung: Finde die restlichen Eintragungen des
zugehorigen magischen 3xguadrates.

9

b) Bestatige, dass sich tatsachlich miagisches Quadrat
ergeben hat.

5

BemerkungEs handelt sich hierbei um das so genannte
Lo-ShuQuadrat, das alteste bekannte magische Quadrat 8

(2800v. Chr., China).

Magische Quadrate 1 Ldsung:

W |~

a) Rechte Abbildungergénze Stiick fir Stiick waagerecht, senkrecht oder diagonal zur magischen

Summel5 Strategie Vorwartsarbeiten.

b) Zunachst ist zu bestétigen, dass tatsachlich die Ziffern von 1 bis 9 je einmal verwendet wurden.
Man kann dabei z.B. so verfahren, dass man von 1 bis 9 hochzahlt und dann im magischen Quadrat die

betreffende Ziffer einkringelt.

Schliel3lich ist zu bestatigen, dass sich bei allen Ze#galterund Diagonalensummen jeweils 15

ergibt. Das gelingt durch einfaches Nachrechnen.

Magische Quadrate I Kommentar:

Beim Ausflllen werden zur Bestimmung der sechs fehlenden Werte sechs der insgesamt acht Zeilen

-Matrixpv & o &E

Spalten bzw. Diagonalensummen verwendet. Dass sich bei einmaliger Verwendung aller vorgesehenen

*J(( Ev ] u P]e Z “puu vv U Z (°E ]

& +S0] Z v

vV "HUuu Vv

man kann dies entweder im Beispiel nachrechnen oder im Falle je einer Ubrigen derden

Spaltensumme grundsatzlich direkt erkennen:

Wenn die Summe von zwei Zeilen jeweils 15 ist, muss die Summe der dritten ebenfalls 15 sein.
Wenn die Summe von zwei Spalten jeweils 15 ist, muss die Summe der dritten ebenfalls 15 sein.

Interessant ist in diesem Zusammenhang der folgende Sachverhalt:

Kommen die Ziffern von 1 bis 9 je einmal vor und haben alle drei Zeilen und
Spalten die magische Summe, so folgt daraus nicht zwingend, dass sich auc
den beiden Diagonalen die magische Summe einstellen muss, vgl. das Beisj

der Abbildung rechts.

(Wie ist dieses nichnagische 3x®)uadrat entstanden? Ausgehend vom&lou

Quadrat wurden die Spalten zyklisch vertauscht.)
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Mathe kann ich doch!
Magische Quadrate 1 Differenzierung:
ee ¢ 0 EZ H%S u P]e Z Yu & S P] 8SU ]S (P vS0] Z Z & &-*S pvo]
"'0° A fp e Z v PJvviU A]JE u v «]-Quadratérvschivertun. iz Ziel kommt man
allerdings mit den folgenden draufeinanderaufbauenden strukturellen Voriberlegungen.

x Bei jedem magischen 3Q@uadrat muss die Ziffer 5 in der Mitte stehen
Beweist mit den Bezeichnungen aus der Abbildung rechts: a b C
1. Diagonale: a+ m+ h =15 und 2. Diagonale:c+m+f=15
2.Zeile:d+m+e=15 d m| e
Summe dieser drei Gleichungen:a+d+f+c+e+h+3m=45(*
1. Spalte: a+d+f=15und 3. Spalte:c+e +h =15 f g h

Durch Einsetzen in die Summengleichung (*) ergibt sich m = 5.
x Dass die Ziffe® (und damit nattrlich auch die Ziffer 1) dann nicht in einer Ecke stehen kann,
ergibt sich direkt durch Ausprobieren.
x Dass die Ziffer 8 (und damit nattirlich auch die Ziffer 2) dann immer in einer Ecke stehen muss,
ergibt sich auch direkt durch Ausprobieren.
Alle weiteren magischen 3xQuadrate ergeben sich damit durch Positionierung der 9 und der 8. Man
erhalt diese auch aus dem{ShuQuadrat durch Spiegelung oder Drehung. Im Wesentlichen gibt es also
nur ein magisches 3xQuadrat.

Eine mogliche weitere Teilaufgabe lautet:
¢) Bei magischen 3»Quadraten steht die Ziffer 5 immer in der Mitte, die Ziffer 8 immer in einer Ecke
und die Ziffer 9 nie in einer Ecke. Findest du damit noch weitere magisch@ua®Bate?

In der Abbildung unten sind alle acht magischen-Qx@drate abgebildet.

419/2,12|9/4,|8/1]6||6|1|8
3195 |7 | 7]5|3]|3[5]|7||7]5

w

—
(&)
©
—
N
©
©
(&)
—
O
N
—

Magische Quadrate 2:
Bei einem magischen 4x¥uy @& § ¢Jv ] ]J(( &v iV IVIVY Vio }]v ] i0 & o
Summe der vier Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden Diagonalen immer
dieselbe ist, wir nennen sie diragische Summe

e Jed3i=7T=7T=Y =1i0 AiioU IuNE SJuupvP E u P]e Z v "puu ]e3 ii
Zeilen zu verteilen. Die magische Summe bei einerQbedrat ist also 136 : 4 = 34.
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a) Linke Abbildung:

Finde die restlichen Eintragungen des zugehdrige 16 16/ 3 2|13

magischen 4xQuadrates. 10111 5110/11| 8

b) Bestatige, dass sich tatsachlich miagisches

Quadrat ergeben hat. 9|6 916|712
4115 1 4 115(14| 1

Magische Quadrate 2 Ldsung:

a) Rechte Abbildungmithilfe der magischen Summe kann man sich ohne weitere Uberlegungen Stiick

flr Stlick zuLdsung vowartsarbeiten.

b) Es ist zu prifen:

Kommen alle Zahlen von 1 bis 16 je einmal vor (von 1 bis 16 hochzéhlen und einkringeln)?

Ergibt sich bei allen ZeilerSpalterund Diagonalensummen jeweils 34 (nachrechnen, zumindest bei
vecvlZv]ZE8AEAV §VA 2% o5 vU «Jov puv ] Plvo veM

Magische Quadrate 2 Differenzierung:

Die Schilerinnen und Schiler kdnnten die magische Summe auch selbst bestimmen.

Auch auf die Eintragung der Ziffer 9 kann man verzichten. Sie l&sst sich erschliel3en. Die Aufgabe wird
dann allerdings ein bisschen schwieriger.

Losung hierzu: Mithilfe der magischen Summe 34 fullt man daf)dedirat so lange aus, bis in der

linken und in der rechten Spalte in der Mitte noch zwei Eintragungen fehlen. Man hat dann noch die
Zahlen 5; 8; 9 und 12 Ubrig. In der linken Spalte fehlen zur magischen Summe noch 14, das ist nur mit
der 5 und 9 zu bewerkstelligen. Die 9 kann nicht oben stehen, weil in der 2. Zeile dann noch eine 4 nitig
ware, die ist aber schon eingetragen.

Magische Quadrate 2 Kommentar:

Das oben abgebildetmagischedx4-Quadrat findet sich itMelencolia 1, einem beriihmten Kupferstich
von ALBRECHDURER1514).

Unterscheidet man magische 4Quadrate, die durch Spiegelung und Drehung auseinander
hervorgehen nicht, so gibt es immerhin 880 (!) Stlick.

Magische Quadrate :3
Bei einem magischen5x8u @& § ¢Jv ] ]J(( &v iV IVIV Y V ifd «}]Jv ] T4 & o
Summe der finf Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden Diagonalen immer
dieselbe ist, wir nennen sie dmagische Summe

e Je8i=7T=7=Y =1 AiTAU IpE <*3JuupvP & u PJ* Z v “puu ]38 i
Zeilen zu verteilen. Die magische Summe bei einerdixddrat ist also 325 : 5 = 65.

a) LinkeAbbildung: Finde die restlichen
Eintragungen des zugehdrigen 1112417 |20 1112417 |120) 3
magischen 5x®uadrates.
b) Bestatige, dass sich tatsachlich ein 4 8|16 4112125)8 |16
magisches Quadrat ergeben hat. 131211 9 171 5 113121 9
1811 (14 1018 1 (14|22
19 23|16 |19] 2 |15
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Magische Quadrate 3 Ldsung:
a) Rechte Abbildungmithilfe der magischen Summe kaman sich ohne weitere Uberlegungen Stiick
flr Sttick zur Losung vowartsarbeiten.
b) Es ist zu prifen:
Kommen alle Zahlen von 1 bis 25 je einmal vor (von 1 bis 25 hochzéhlen und einkringeln)?
Ergibt sich bei allen ZeilerSpaltenrund Diagonalensummen jeweils 65 (nachrechnen, zumindest bei

vcvlZv]ZEAEAV §VA 2% o5 vU «Jov puv ] Plv o veM

MiniMax:

Verwende jede der angegebenen Ziffern je einmal.

a) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 zwei zweistellige Zahlen, deren Summe moglichst klein ist.

b) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 zwei zweistellige Zahlen, deren Differenz mdglichst nahe bei 0 ist.
c) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 4 und 8 zwei zweistellige Zahlen, deren Quotient moglichst grof3 ist.

d) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 zmweeistellige Zahlen, deren Produkt moglichst grof3 ist.

MiniMax tL6sungen

e 0 =11 Al =10 Aid6 Y ] ] vio]vv e](( Ev *«]v o0+« Zv EI]((
b)31t24=7 Y ee ] ¢ Zv EI](( EV E Z &Il Zo v * ]v «}o0s vU ]*8 A}Zo
optimalerweise die 2 und die 3 sein sollten, erkennt man eventuell erst nach einigem Ausprobieren.

« 60 W iT AO Y E ]JA] v upee u,Po] Z*3 PE}" « JvU E ]JA]*}E u,
o« 8i | VT A QTIT Y oo ] ] VvVPE} v ](( EVv o0+ Zv EI](( E A EA v
bald klar. Dass aber 41 - 32 (=1312) grol3er ist als 42 - 31 (=1302), ist doch eine ziemlich erstaunliche
Erkenntnis.

MiniMax t Kommentar.
zu d) Entre nous
Wir beschréanken uns zunéchst auf natirliche Zahlen mit einer Differenz von mehr als 1:

]Jlv WE} puls cA]JE PE,”" E"UAvvuv VvVPE,” EvV &ISIE pui A EE]
1 vergroRRert. Ggf. kann man diesen Prozess mehrfach anwenden und damit sagen, dass das Produkt
PE,” E A]E U Avvuv ] ] veZovcPo]Z u~"v pu(lvv ElIp A
Mita tb>1istalso:(atl) - (b+1)>a-tund zwar wegen(atl)-(b+1)=a-b+td t1l.

Ganz allgemein gilt fir x > O:
@tx)-(b+x)=a-b+atk-xtx*>a-b e a-xth-xtx*>0 e a>b+x.
Geometrische Interpretation der Ungleichung
(@atx)-(b+x)>a-b furpositivea, bundx mit a>b+x:
Verkleinert man die grof3ere Seite a und vergrof3ert die kleinere Seite b eines Rechtecks um denselben
SE PU «} A EPE,” ES ¢] Z +]Jv &0 Z v]vZ 03X Dvc AP3ZEr ] Z ujls
den Rechtecken mit gleichem Umfang (bei dieser Operation ist ja a + b bzw. 2 - a + 2 - b konstant)
bekanntermafen das flachengrofite.

Neun PunkteNeun Punktet vgl. linke

Abbildung t sollen mit einem e e e

zusammenhangenden, aus vibgilen

bestehenden Streckenzug verbunden werden. ® ) ) ®
Kein Punkt darf zweimal von dem Streckenzuc

erfasst werden. ® ® ® o

Neun Punktet Lésungrechte Abbildung

NeunPunkte t Kommentar:Man muss (!) Uber die Zeichnungétaphorisch: Uber deifellerrand!)
hinausgehen.
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Mathe kann ich doch!

Optische Tauschungen:
a) Welche Strecke ist langer, d b) Welche Strecke ist c) Welcher rote Kreis in der Mitte ist grof3e
Strecke AB oder die Strecke B langer, die rote der linke oder der rechte?

(senkrecht) odedie

blaue (waagerecht)?

i
o@e

Optische TauschungemnlLosungen:

a) Die beiden Streek sind gleich lang (nachmessen!). AB erscheint lAnger wegen der nach aul3en
gerichteten Pfeilspitzen.

b) Die beiden Streeh sind gleich lang (nachmessen!). Die waagerechte Strecke erscheint kiirzer, weil
Sie durch den Endpunkt der senkrechten Strecke geteilt wird.

c) Die beiden Kreise in der Mitte sind gleich gro3 (nachmessen!). Der rechte Kreis erscheint gré3er, weil
er von kleineren Kreisen umgeben ist.

Optische TauschungemKommentar:

Schilerinnen und Schiler kénnen Uber die Erklarungen, s.o., Vermutungen anstellen.

Im Internet findet sich eine Vielzahl von Beispielen fir optische Tauschungen. Die Beschéaftigung damit
ist reizvoll, er6ffnet aber auch den Weg zu einer tieferen Erkenntnis:

Nicht alles ist so, wie es auf den ersten Blick aussieht.

Fur den Geometrieunterricht markiert diese Erkenntnis den Ubergang voprdpédeutischen in die
deduktive Phase des Begriindens und Beweisens.

PlusZeichen:
Setze zwischen die Ziffern der Zahl 987654321-Rbichenso, dassals Summe 99 entsteht.

PlusZeichen Lésungen:
1.L6sung9+8+7+65+4+3+2+1=99
2.L6sung9+8+7+6+ 5 +43+21=99

PlusZeichen- Kommentar:

Der Anfang muss 9 + 8 + 7 lauten, sonst kommt man zwangslaufig tber die 99 hinaus.

AlsTippfur die erste Losung kdnnte man abgeben: Verwende sieberZ@liaben, bei den Summanden
ist also eine zweistellige Zahl dabei.

AlsTippfur die zweite Losung kénnte man abgeben: Verwende sechsZBlasen, bei den Summanden
sind also zwei zweistellige Zahlen dabei.
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Mathe kann ich doch!
PlusZeichen Varianten:
Es gibt beliebig viele Varianten zu dieser Aufgabe,@dBze zwischen die Ziffern der Z881888.888
PlusZeichenrso, dassals Summé.000entsteht(Losung: 888 + 88 + 8 + 8 + 8)
Vielleicht kbnnen Sie bzw. dann auch lhre Schilerinnen und S¢BulBkelbst solche Aufgaben
erfinden Das ist nicht so schwawie es vielleicht scheint, denn Sie bestimmen die Regelmwelche
Ziffern und wie viele, welche Zeichen, welches Ergebnis.
Weitere Beispiele:
X Setze zwischen die Ziffern der Z&H55.555.55%lus oder MinusZeicherso, dassalsErgebnis
1000entsteht (L6sung: 555 + 55655 t 55). MoglicherTipp: ein Plus, zwei Minuszeichen.
X Setze zwischen die Ziffern der Zal444.444Plus oder MalZeicherso, dassalsErgebnisl00
entsteht(Lésung: 4 -4 -4 +4 - 4 + 4 - 4 A\WglicherTipp: drei Plus, vier Minuszeichen.
X Mitden Zeichen #*/. 222=6 333=6 555=6 666=6 777=6
(Losungen: 2+2+2=6; 3t3=6; 5+5:5=6;6+#6=6; 7t7:7=06)

Postbote:
Der Postbote mochte seinen Bezirk (vgl. Abbildung) von A ng
in einem Zug durchlaufen und keine Strecke zweimal begehe

Postbote t Losung:
Hier wird jeweils beschrieben, wie der Postbote sich z. B. der
Reihe nach an Kreuzungen entscheidet, es gibt mehrere
Ldsungen:

links / rechts / rechts / links / rechts / links / links / rechts

Primzahlen:

Von dem HobbyWathematikerCHRISTIAKBOLDBACKL690 t 1764) stammt die Vermutung:

Jede gerade Zahdie groRer als 2 iskann als Summe zweier Primzahlen geschrieben werden.

Bis heute weil3 man nicht, ob diese Vermutung zutrifft. Gesichert ist sie mit Computerhilfe jedenfalls fir
die Zahlen bis 410

a) Schreibe alle geraden Zahlen zwischen 30 und 50 als Summe zweier Primzahlen.

b) Schreibe 44 auf alle mdglichen Arten als Summe zweier Primzahlen.

Primzahlent Lésungn:

a)z.B. 30=11+1932=3+29 34=11+23 36=17+19
38=7+31 40=3+37 42=5+37 44=13+31
46=17+29 48=11+37 50=19+31

b)3+41;7+37,13+31

Primzahlent Kommentar:

a) DieSuSsollten aus der Klasse 5 den Primzahlbegriff und die Primzahlen bis 40 kennen.

Man kann den Begriff wiederholen und die Liste zundchst aufschreiben lassen:

TV iV aVv 6V iiVv iiVv i6oV idV 1iVv 16V iiV i6V idV o6iVv Y

b) Strategie alle Mdglichkeiten mit System durchgeheéias heif3t hierdie Primzahlreihe einfach der
Reihe nach durchgehen und prifen, ob der ergdnzende Summand wieder eine Primzahl ist.

Primzahlent noch einkommentar:

Wie sieht es mit den ungeraden Zahlen aus?

Der russische Mathematik&/INOGRADOWewies 1937 den Satz:

Jede ungerade Zahl, die groRRer als 5 ist, kann als Summe dreier Primzahlen geschrieben werden.
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Mathe kann ich doch!

Punktsymmetrisch:
Teile das Quadrat durch einen
Streckenzug entlang der Gitterlinien in
zwei Teile auf, die zum Mittelpunkt des
Quadrates punktsymmetrisch sind.
Farbe die beiden Teile unterschiedlich.
Lésungendie deckungsgleich sind
(gleiche Form und Grol3e habespllen
als gleich geltert vgl. die beiden
gezeigten Beispiele.

Punktsymmetrischt Lésungen

Punktsymmetrischt Differenzierung

Dies ist eine selbstdifferenzierende Knobelaufgabe. Jede(r) kann auf seinem eigenen Niveau ein
Erfolgserlebnis erreichehzum Zeichnen wird man sinnvollerweise das Arbeitsblatt mit vorgegebenen
4x4-Quadraten nutzen:

- eine Losung finden

- mehrere Losungen finden

- alles sechs Losungen finden

- begriinden, dass man alle gefunden hat.

Beim Probieren kann man erkennen, dass der teilende Streckenzug punktsymmetrisch zur Quadratmitte
sein muss (das ist ein moglichEppbzw. eine mdgliche Vorgabe). Die Frage ist also: Wie kommt man
also zuQuadratmitte,ohne den Rand oder den bisherigen Streckenzug zu berihren?

Ein darauf aufbauendes systematisches Vorgehen hangt jetzt nur noch vom Startpunkt ab. Hierfr gibt
es zwei Mdglichkeiten: eine Seitenmitte oder eine Mitte zwischen Seitenmitte und benachbartem
Eckpunkt.
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Mathe kann ich doch!

Quadrate:

a) Aus einem Papier in der Form eines rechtwirddigchschenkligen Dreiecks soll durch einen einzigen
geraden Schnitt ein Quadrat des halben Flacheninlaalsgieschnitten werden. Man darf das Papier vor
dem Schnitt einmal falten.

b) Ein quadratisches Stiick Papier soll durch einen geraden Schnitt in vier gleich grol3e Quadrate zerlegt
werden. Man darf das Papier vor dem Schnitt zweimal falten.

Quadrate t Losungen:

a) Abbildung rechts: Das rechtwinkgteichschenklige Dreieck wird
entlang seine Symmetrieachse gefaltet. Das wiederum rechtwink
gleichschenklige Dreieck wird entlang seiner Symmetrieachse
geschnitten. Es ergeben sich ein Quadrat und zwei halbe Quadre
~P %pvls S Y & o30iw]sVY*SEVESSo]v] -

b) Abbildung rechts: Das Quadrat wird entlang einer Diagonale
gefaltet. Das entstandene rechtwinklggeichschenklige Dreieck wir
entlang seiner Symmetrieachse gefaltet. Das wiederum rechtwinl
gleichschenklige Dreieck wird entlang seiner Symmetrieachse
geschnitten. Es ergeben sich vier gleich gro3e Quadrate.

~P %opvIis §Y & o 3Ww]ISVY SEIVESSo]V] -

Quadrate t Kommentatr.
] (P * ]88 & c”S ]P °P 0Z 08 BN (°E® ] u(P U E v EP

Rechteck:

Das Rechteckvgl. Abbildung rechts soll entlang
der Gitterlinien so in zwei deckungsgleiche Teile
auseinandergeschnitten werden, dass diese
beiden Teile zu einem Quadraisammengesetzt
werden kénnen.

Rechteckt Lésung:
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Mathe kann ich doch!

Rechteckt Kommentar:

Diese Knobelaufgabe sieht vielleicht einfach aus, ist es aber nicht.

Die 36 Karos des Ausgangsrechtecks filhren zu einer@6a@rat Strategie Sammldnformationen,

die aus der Aufgabenstellung gefolgert werden kdnnen). Dies kénnte ein Fingerzeig dafir sein, den
Schnitt bei der unteren Seite des Rechtecks von links aus gesehen nach 6 Karos zu beginnen und wegen
der Deckungsgleichheit der beiden Teile in der oberen Zeile von links aus gesehen nach 3 Karos zu
beenden.

Rechteckt Differenzierung

Die Formulierung der Aufgabe oben wahlt einen mittleren Schwierigkeitsgrad.nhéissie

IV(}Eu 8]}v vcvio vP (€ ']88 Eo]v] v* puv clA ] luvPeP0o ] Z d Jo
&°P3 u v v} Z /v(}EuU §]}vv e E v N ZVv]EZA Eo p( Z]vipU IX X ¢ E
ANSE | vU ] EeS 18 s vIE ZS IpE TA 8 vU ] TA 18 18 « VIE Z3 I}

Richtig oderfalsch?(Begriindung oder Gegenbeispiel)

a) Immer wenn in einem Dreieck zwei Seiten gleich lang sind, dann hat es einen rechten Winkel.
b) Immer wenn ein Viereck vier rechte Winkel hat, dann ist es ein Quadrat.

c) Bei jedem Rechteck halbieren die Diagonalen die Eckwinkel.

d) Es gibt kein Dreieck mit zwei rechten Winkeln.

e) Fur zwei natlrliche Zahlen a und b fsinamer dasselbe wie®

Richtig oder falscl? t Lésungn:

a) offensichtlich falsch geeignete Zeichnung

b) falsch; es kénnte auch ein Rechteck mit unterschiedlichen Seitenlédngen sein

c) falsch; man denke sich ein sehr langes und wenig breites Rechteck

d) richtig; die beiden freien Schenkel wéare dann ja parallel, sie wirden sich nicht in einem Dreieckspunkt
schneiden

e) falsch; Gegenbeispiel 3 9 ist nicht 2= 8.

Richtig oder falsch t Kommentar:
Das ist eirbeliebtes Formarzur Durchdringung von Sachverhalten und auf viele Themen anwendbar.

Rollende Korper:

Ein Korper liegt auf einer Ebene und wird angestol3en.
a) Er rollt gerade aus.

b) Er rollt im Kreis.

Um welchen Kérper kdnnte es sich handeln?

Rollende Koérpert Losungen:

a)ein Zylinder, eine Kugel
b) ein Kegel, ein Kegelstumpf
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Mathe kann ich doch!

RomischeZahlzeichen

Rechnungen mit romische Zol ] Z v | vv u v IX X u]§ "3 tleder Strichdindeno P v~
Zeichen +t, = oder [, V, X mit einem Holz.

Welches Holz muss man umlegen, damit die Rechnung stimmt?

a) b) €)
Xl ti =Xl X+IvV=V X+V tl=VI
d) e) f)

VI+VI=XII Xl tl=XV+VI Xtll=XV+VI

RomscheZahlzeichent Loésungen
a) b) ©)

X+ =Xl XtlvV=ViI X tVFI=ViI

d) (mehrere Moglichkeiten) e) (mehrere Moglichkeiten) f)

IV + VI =Xl XIIt=XVtVl vy +|v =X

Schachbrett:

Aus einem kleinen 4x8chachbrett mit 16 Feldern sind das linke
obere und das rechte untere E€leld herausgesagt (vgl. Abbildung
Wie kann man dieses mit rechteckigen Dominosteinen (diese dec
immer zwei benachbarte Felder ab) liickenlos und ohne Uberhan
abdecken?

Schachbrettt Losung:

Nein, das geht nicht. Ein Dominostein deckt immer gleichzeitig ei
weildes und ein graues Feld ab. Es gibt bei unserem ausgeséagte!
Schachbrett aber acht graue und nur sechs weil3e Felder.

Schachbrettt Kommentar:
Strategie Einen Sachverhalt beim Ausprobieren erkennen.
Hier: es bleiben fur den siebten Dominostein immer zwei schwarze Felder tbrig.

Schachbrettt Differenzierung

Die Lehrkraft kann einehippabgeben oder die Aufgabe gleich zu Beginn so stellen:

Y ann man diesemit rechteckigerDominosteinen (diese decken immein weil3es und ein schwarzes
Feldab) liickenlos und ohne Uberhang abdecken?
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Mathe kann ich doch!

Schaltjahre:

In einem Jahr dreht sich die Erde einmal um die SoDiese Zeitdauer betragt nicht genau 365 Tage,
sondern etwas mehr, namlic365Tage, S5tundenund etwa 48 Minuten. Deshalb wird alle 4 Jahtte
namlich wenn die Jahreszahl durch 4 teilbartistit dem 29. Februar ein sogenannter Schalttag
eingeschoben. Weil es nicht genau 6 Stunden mehr als 365 Tage sind, sonde8tumatenund etwa

48 Minuten, fallt das Schaltjahr manchmal ausd zwar dann, wenn die Jahreszahl durch 100 teilbar

ist. Um den Kalender noch genauer an die Umlaufdauer der Erde um die Sonne anzupassen, fallt das
Schaltjahr doch nicht aus (!), wenn die Jahreszahl nicht nur durch 100, sondern auch durch 400 teilbar
ist.

Welche Jahre sind Schaltjahre?

a) 2019 b) 1984 c) 1762 d) 1900 e) 2000 f) 2200 g) 2400

Schaltjahret Losungen:

a) 2019tist als ungerade Zahl nicht durch 4 teilbar, also kein Schaltjahr

b) 1984 tist durch 4 teilbar, da 84 durch 4 teilbar ist, also ein Schaltjahr

c) 1762tist nicht durch 4 teilbar, da 62 nicht durch 4 teilbar ist, also kein Schaltjahr

d) 1900t ist durch 100, aber nicht durch 400 teilbar, also kein Schaltjahr (Ausnahme!)

e) 2000t ist durch 100 und durch 400 teilbar, also ein Schaltjahr (Ausnahme der Ausnahme!)
f) 2200 tist durch 100, aber nicht durch 400 teilbar, also kein Schaltjahr (Ausnahme!)

e) 2400t ist durch 100 und durch 400 teilbar, also ein Schaltjahr (Ausnahme der Ausnahme!)

Schaltjahret Kommentar:

] >,*uvP v ¢]Jv u]s ,]o( . PE]((s ¢ pev Zu » A Eu]s8s8 ov (}Eupo] C

SchaltjahtBedingung wie folgt.
Ein Jahr J ist genau dann ein Schaltjahr, wenn gilt:
Jist durch 4, aber nicht durch 100 teilbar oder J ist durch 400 teilbar.

Der Sachverhalt lasst sich algorithmisch als Flussdiagramm darstellen:

Ist J durch 4 teilbar? NeirE iSHRCIISCNGIE

Ja Alst J durch 100 teilbar? NeifEJ Ist ein Schaltjahr.

Ja /lst J durch 400 teilbar? NeirESHRCIISCHEIEn.

Ja AJ ist ein Schaltjahr.

Schétzfragen:

Wie viel wiegt das?

a) EinDINA4-Blatt normales Papier (= 80 ghAn

b) Das Schulbuch Lambacher Schweizer 6 (Klett 2016)

c) Ein Packchdpapiertaschentiicher (10 Stiick, normale Grolie)
« Jv 1! Dovli

e) Eine DVD

Schétzfragent Losungen:
a)5g

b) 616 g

C)26g

d)85¢g

e)15¢g
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Mathe kann ich doch!
Schatzfragent Kommentar.
Schatzfragen eignen sials Wettspiekzum Stundenabschlusser ambesten geschatzt habekommt
einen (kleinen) Preis.
Weitere Anregungen:
X Welchen Flacheninhalt hat die Tafel?
X Wie hoch ist das Klassenzimmer?
X Wie hoch ist der Tisch? usw. (Ein Zollstock gehért sowieso zur Grundausriistung jede
Mathematiklehkraft - .)
X Wie viel Liter Wasser passen in einen (Erwachsghafiball?
Dieser soll laut FIFA einen Umfang zwischen 68,5 cm und 70 cm haben. Rechnet man wegen der
Materialdicke mit einem Umfang von 68 cm, so kommt man auf ein Volumen von etwa
5,3Liter(!).

Schone Ergebnisse:

Esist 12.345.679 - 9 =111.111.111 (ausrechnen laissas ist eine schone Uberraschuny,.

Mit welcher Multiplikationsaufgabe erhalt man als Ergebnis 222.222.222 und 333.333.333 und
444.444.444 usw.?

SchoéneErgebnisset Loisungen
12.345.679 -9 -2 =12.345.679 - 18

=111.111.111 - 2 = 222.222.222
12.345.679 - 9 - 3=12.345.679 - 27

=111.111.111 - 3 =333.333.333
12.345.679 - 9 - 4 £2.345.679 - 36

=111.111.111 - 4 = 444.444.444 usw.

Schulfest:
Du sollst fur ein Gewinnspiel beim Schulfest 100 Preise fur insg@sarht JvI p( vX
JVIP , u%3P Alvv W ~ Z}I}o v& (ov (°E iUii !U Jv % & IA 8§ WE |
viele Trostpreiseio Jv 'puu] €& Z vs§°S v (°CE Uil | X
Beachte dabei:
x Die Anzahl der Gummib&rchenttiten muss ein Vielfaches von 5 sein.
x Die Anzahl der Gummibarchentiiten muss groRRer als 75 sein.
a) Findest du eine Moglichkeit fur den Einkauf° & P v p iii WE ] P v p TiUITl | peP v
b) Findest du noch eine weitere Moglichkeit?
c) Begriindewarum die Anzahl der Gummibarchentiiten ein Vielfaches von 5 sein muss.
d) Begriinde, warum die Anzahl der Gummibarchentiiten gréRer als 75 sein muss.

Schulfestt Losungen:
Anzahl der Gummibarchentiten (  Anzahl der Erdnussbeutel E Anzahl der Schokoladentafeln
75 EO6URI ! 25 AEiTUdAl ! 0 FiUii !
80 AO6UII | 16 A£O6UII | 4 EOUIIT |
85 A£O6UNI | 7 AEiTURAI 8 AEO6UII |
90 AOUII | 2 iUl 12 EiTUIT |

a) und b): Vgl. Tabelle. Die Kombination mit 75 Gummib&rchenttten und 25 Erdnussbpebézlganz
ohne Schokoladentafeln passt nicht so recht zum Aufgabentext.

Mkid 6-01B Knobelaufgaben SammlungSeite28von40 Semirar AFL (Gymnasiuntuttgart| Vector Stiftung



Mkid 6-01B Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!
c) Die Anzahl dgsummibarchentliten muss ein Vielfaches von 5 sein, weil man sonst mit den beiden
v E v WE Je v iUl | pv iUIT | vl ZS P v p p( 71Ul ] 1Juu v I vvX
et ZoS uv 6f 'puu] & Z vs°s v v, §]PSuv 6UAI X DVv & pu ZS v} Z
25Erdnussbeutel v,3]P3 u v iTUAI !X vv Z S uveZ}vPvpliUii! AE E |
einzige Schokoladentafel. Davon sollten aber einige dabei sein. Kauft man statt einiger Erdnussbeutel
die teureren Schokoladentafelt}uus u v v] Z8 u]s TiUIil | HeX o 0 PJosS (°CE 6i
Gummibarchentuten.

Formale Herleitungentre nous):
Gesucht sind Zahlentripel (S, E, G) mit ganzzahligen Eintrdgen von mindestens 2 (von allen Preisarten soll
nach dem Aufgabentext ein Plural vorkommen!), die dem linearen Gleichungssystem (LGS)
S+E+G=10058S:-1+E-05+G-0,1=20 genigen.
Subtrahiert man die zweite von der ersten Gleichung, so fuhrt dies zum LGS
S+E+G=108 E-05+G-9-80 e S=100tEtG s E=160t1,8-G.
Man kann diese beiden Gleichungen im dreidimensional&sGRaum geometrisch als zwei Ebenen
interpretieren und ihre Schnittgerade bestimmen odieshne geometrische Interpretationeben nur
&§. §60. §08 -
eine vektorielle Parameterdarstellung wéhlerg” 160" G™ 18",
"@1 E@O 1 E@l 1
Wegen St 2 ist -60+0,8-Gt2 bzw. & 77,5.

Wegen Et 2 ist 160t1,8 -Gt2 bzw. Gd87g.

Aufgrund der Ganzzahligkeit von S, E und G kommen fir G zusatzlich nur Vielfache von 5 in Frage.
Damit sind zwei Werte fir G mdglich: 80 und 85, durch Einsetzen ergeben sich die beiden Losungen, s.o.

Schulfestt Kommentar:

Aus Sicht der Schilerinnen und Schig&urS)st hier nattirlich wieder an eine Lésung durch

CP ¢« Z]1 I§ ¢~ ~P u ]Jv§ ]eSWProGiergrgedatht, hicht an eine Losung mithilfe eines
linearen Gleichungssystems.

E Z Vvs}EP v & (P ved oopvP AJE u v IX X ul]d8 ' A di v( VP v
peP P v pv v,8]PS v} Z 11 WE ] X &°E& ii & vpee psS o Vv,8]PS u
10~ Z}I}o vS8 (ov iiUIl | X o e]v vv iil WE ]+ U E ]JveP ¢« usS Z 85§
also zu viel.

0*}W A V]P E A}Jv v 8§ HE v » Z}I}o v8 (ovX X X ifi @& vpee us o (
52 Z}}o v8 (ov (°E AUII !X /veP « us8 Z 85 u v i 818 T1UAI | peP P

nicht mehr weit.

Man kann ausgehend vom ersten Ansatz mit jeweils 10 Erdnussbeuteln und 10 Schokoladentafeln auch
v SE P A}v iiUii ! » ZE]S8 (°E »~ ZE]88 E pll EvU v uuv Jv ~
E vuee pd o c E- 3187X

Wieder liegt eine selbstdifferenzierende Aufgabe.\@e SuXénnen
- eine Losung finden (a)

- mehrere Losungen finden (b)

- systematische Uberlegungen begriinden (c) und schwierig: d)
RelevanteStrategien

- Uberlege vorab, ob man d&uchfeld fir die L6sung eingreniamn
- mache eirBeispiel

- probieredavon ausgehendystematisch
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Mathe kann ich doch!

Seerosen:
Ein sagenhafter Teich wachst in 10 Tagen mit Seerosen zu. Jeden Tag verdoppelt sich die zugewachsene
Flache. Wann ist der Teich zur Halfte mit Seerosen bedeckt?

Seerosent Losung

Nicht nachfinf Tagent die intuitive Grundvorstellung irgendeines Zusammenisangischen Grof3en ist
die Proportionalitéatt sondern nach neun Tagen. Warum?

Die Flache verdoppelt sich Tag zu Tag, sie war also am Vortag halb so grof3.

Seerosent Kommentar.
Zur Not kann die Lehrkraft den Sachverhalt mit konkreten Gréf3en erlautern.
Am 10. Tag z.B.: 8 ha, am 9. Talga4

Spaghetti:

Mariamkocht Spaghettji Kochzeit funf MinutenMariam stehen zwei Sanduhren zur Verfiigung. Die
erste braucht genau vievlinuten, um ganz durchzulaufen, die zwegenaudrei Minuten. Wie kann
Mariammit Hilfe dieser beiden Sanduhren declzeit abmessen?

Spaghettit Losungen:

Mariamsetzt die Spaghetti auf und lasst beide Sanduhren gleichzeitig laufen. Wendtieitén-
Sanduhr durchgelaufen ist, dreht sie sie um. Nach vier Minuten, wenniMiadten-Sanduhr fertig ist,
dreht sie die Minuten-Sanduhr nochmal um und hat so noch die letzte Minute. Insgesamt hat sie die
Spaghetti dann 5 Minuten gekocht.

Die Lehrkraft kanfTippsgeben:

- Man kann beide Sanduhren gleichzeitig laufen lassen.

- Man kann eine Sanduhr umdrehen, bevor sie abgelaufen ist.

Spiegelung(Die Aufgaben sollec Ju <} &elfst werden.)
a) Spiegle ein Dreieck an seiner langsten Seite. Welche Gesamtfigur ergibt sich?
b) Spiegle ein rechtwinkliges Dreieck an seiner kiirzesten Seite. Welche Gesamtfigur ergibt sich?

Spiegelungt Lésungen:
a) Ein Drachenviereck
b) Eingleichschenkliges Dreieck

ANSJuuB[e

a) Eine Million hat neun Nullen.

b) 1 Meter sind 100 Millimeter.

c) 1 Ar sind 100 Quadratmeter.

d) 1 Liter sind 100 Kubikzentimeter.

e) Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten a und b ist a - b.
f) Der Umfang eines Rechtecks mit den Seiten a und b ist a + b.

g) Null Komma neun plus null Komma zehn ist null Komma neunzehn.
h) Eine Tonne sind 1000 Gramm.

i) 1 plus 2mal 3 plus 4ist 5.
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Mathe kann ich doch!
A§]uuBfrosungen:
a) falsch, es sind 6 Nullen
b) falsch, es sind 1000 Millimeter
¢) richtig
d) falsch, es sind 1000 Kubikzentimeter
e) richtig
f) falsch, der Umfang berechnet sich zu 2 - (a + b)
g) eher falsch, wenn man null Komma zehn versteht als 0,10, das ist eben eine ungute Sprechweise
h) falsch, es sind 1000 Kilogramm
i) falsch, es ergibt sich 11 (die Re@ehkt vor Strichheachten!)

A§]uuBfKommentar:
Das ist eirbeliebtes Format zur Reaktivierung von Wissen

Streichhdlzer 1:
Nimm vier Streichhdlzer weg, s | | | | |
dass zwei Quadratiébrig — —_—

bleiben
(Lésungrechte Abbildung)

Streichholzer 2: I h— -
Lege drei Streichholzer um, so | | | | |
dass nur noch drei Quadrate zu ' _ ' ___

sehen sind. | | | |
(Lésungrechte Abbildung)

Nimm funf Streichhoélzer weg, s

Streichhdlzer 3: | | | | |_|
dass drei Quadrate Ubrig

o O
(Lésungrechte Abbildung)

Lege zwei Streichhdlzer um, so

Streichhdlzer 4: | | | | |—| ‘_|
dass nur noch vier Quadrate zu

sehen sind. | ‘ | |
(Lésungrechte Abbildung)

Streichholzer 4 Kommentar:
Vergleicht man die Anzahl der vorhandenen Holzer mit der Anzahl der zu bildenden Quadrate, so

El vvd§ uv]v oovA] E & 00 vU ¢ (°Ei =+ Yu E 3§ A] E ,,0ol E cA
bedeutet, dass die Quadrate keine gemeinsamen Seiten haben dirfen.
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Mathe kann ich doch!
Summe:
Jonathan berechnet der Reihe nach die folgenden Summen

P NIRPNIRFPNP
R ARANRPMPRP
R |l |~

N
I
[e0]
[
()]
W
N
(o]
N

a) Rechne die Summen aus.
b) Wann hat Jonathan die Zahl 1 erreicht?

Summet Losung: 164

a)l 1_3 132 4/64
2 4 4 8

311:1 1/16
2 4 8 8 172

111 1 _15

2 4 8 16 16

111 1 1 _31 h

2 4 8 16 32 32

111 1 1 1 _63

2 4 8 16 32 64 64

b) Er erreicht die Zahl 1 nie. Es fehlt zur 1 jeweils immer noch ei
der letzte Summand der jeweiligen Sumrivan kann diese
Situation wie in der Abbildung gezeigt veranschaulichen.

Summe t Kommentar:

Voraussetzung igtierbei, dass di€schulerinnen und Schiler Briche addieren kénnen.

Das ist schon bemerkenswett

es kommt immer noch etwas dazu und doch wird die Zahl 1 nicht erreicht oder gar Gberschritten.

Teilbar 1:

a) Schreibe alle dreistelligen Zahlen aus den Ziffern 1; 2 und 3 (jede Ziffer einmal) auf, die durch 4 teilbar
sind.

b) Schreibe alle dreistelligen Zahlen aus den Ziffern 1; 2 und 3 (jede Ziffer einmal), die durch 9 teilbar
sind.

c) Wie viele dreistelligen Zahlen mit den Ziffern 1; 2 und 3 (jede Ziffer einmal) gibt es?

Teilbar 1t Loésungen:

a) 132 und 312

b) Es gibt keine solchen Zahlen wegen der Quersummenregel fur die 9. Esist 1 + 2 + 3 = 6, die Zahl 6 ist
nicht durch 9 teilbar.

c) Es sind 6 Stiick.

Losungsweg: Alle aufschreibémber mit SystemStrategid), damit man sicher sein kann, dass man alle

hat.

Zum Beispiel der Grof3e nach:
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Mathe kann ich doch!

Zuerst alle die mit 1 beginnen: 123 132
Dann die mit 2 beginnen: 213 231
SchlieBlich die mit 3 beginnen: 312 321

Teilbar 1t Differenzierung
Je nach Leistungsfahigkeit der Lerngruppe sind die folgenden weiteren Teilaufgaben denkbar.

d) Wie viele vierstelligen Zahlen mit den Ziffern 1; 2; 3 und 4 (jede Ziffer einmal) gibt es?
Nimm dir die sechs dreistelligen Zahlen (aus c)) vor und fuge die Ziffer 4 an allen moglichen Stellen ein.

LOsung:

123 A4123 423 123 123 ... vier Moglichkeiten

132 /4132 332 132 132 ... vier Moglichkeiten usw.
Esgibtalso6-4=1-2 -3 -4 =24 Moglichkeiten.

e) Wie viele funfstelligen Zahlen mit den Ziffern 1; 2; 3; 4 und 5 (jede Ziffer einmal) gibt es?

Nimm dir die 24 dreistelligen Zahlen (aus d)) vor und flige die Ziffer 5 an allen moglichen Stellen ein.
LOsung:

1234 /51234 5234 1834 1284 1238 ... funf Moglichkeiten usw.

Esgibtalso24 -5=1-2-3 -4 -5=120 Mdglichkeiten.

Teilbar2:

Setze fir..und tZiffern ein, sodass die Zahl 1236.78t
a) durch 9 und durch 10

b) durch 5 und durch 9 teilbar ist

c) durch 4 und durch 9 teilbar ist

d) durch 2, durch 3, durch 4 und durch 5 teilbar ist

Teilba 2 tLOsungen

a)123456.78)

Teilbarkeit durch 10: Endziffer O

Teilbarkeit durch 9: die Quersumme muss durch 9 teilbar sein

b) 123456.78 oder 123356.7%

Teilbarkeit durch 5: Endziffer O oder 5

Teilbarkeit durch 9: die Quersumme muss durch 9 teilbar sein, es gibt jeweils nur eine Moglichkeit
c) 123456.78) oder 123956.784 oder 123656.78

Teilbarkeit durch 4: zur Zehnerziffer 8 die Endziffer O oder 4 oder 8

Teilbarkeit durch 9: die Quersumme muss durch 9 teilbar sein, es gibt jeweils nur eine Méglichkeit
d) 123156780 oder 1235678 oder 12356780

Wenn die Zahl durch tgilbarist, dann ist sie automatisch auch durch 2 teilbar.

Teilbarkeit durch 5: Endziffer O oder 5

Teilbarkeit durch 4: zur Zehnerziffer 8 die Endziffer O oder 4 oder 8

Damit ist als Endziffer nur die 0 mdglich.

Teilbarkeit durch 3: die Quersumme muss durch 3 teilbar, ssigibt drei Méglichkeiten

Teilba 2 t Kommentar:

Dies ist eineselbstdifferenzierende Aufgabe:

- finde eine Lésung

-finde alleL6sungn

- begriinde, dass es keine weiteren Losungen gibt
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Mathe kann ich doch!

Viele Wege:

Wie viele Wege fiihren von A (links unten) nach B (rechts
oben), wenn man nur auf den Gitterlinien gehen darf und B
keine Umwege machen moéchte?

Viele Weget Losung:

Ein Weg lasst sidieschreiben durch eine Folge aus finf
HZss vU VvVZ3A E cE” ~(°E cE 2Z:

cZ} Zz"sU A} ] Pvpu & ]JuocE” pv

vorkommen soll. A

rrrhh; rehrh; rrhhr;
rhrrh; rhrhr; rhhrr;
hrrrh; hrrhr; hrhrr;
hhrrr

Essind 10 Wege

Viele Weget Kommentar:

StrategieW 00 & 0O E Z]Z v Z *Ce3 u 8] ZU «}EP( 03]P pv I}vl vSE
Der kreative Akt auteite der Schilerinnen und Schileesteht hier aus dem Erfinden einer Systematik,

z.B. in der oben gezeigtért.

Entre noust allgemein gilt:
/[«§Z ] vl Zo @& u,Pe} Z&]&& ~Zgvy , ] vVvi Zo E-4,PE]J&LBVU,}}Z]-8

H.
die Anzahl der moglichen Wege gleich dem Binomialkoefﬁzier%ef_\p .-
© 1

Begriindung: In einem (R+H)p% o *]v A}v v Z=, "§ oo v Z "§ oo v HelpA Zo vU
AE vU ] °EPVAE v vvuldcz™® o P3sX
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Mathe kann ich doch!

Vier gleiche Teile:

Teile das 4xQuadrat entlang der Gitterlinien in
vier deckungsgleiche Teile (gleiche Form und
Grole).

Farbe die vier gleichen Teile unterschiedlich.
Ein Beispiel zeigt die Abbildung rechts.

Vier gleiche Teilet Losungen
1 2a 2b 2c

Vier gleicheTeile t Differenzierung

Dies ist eine selbstdifferenzierende Knobelaufgabe. Jede bzw. jeder kann auf eigenem Niveau ein
Erfolgserlebnis erreichedim Zeichnen wird man sinnvollerweise das Arbeitsblatt mit vorgegebenen
4x4-Quadraten nutzen:

- eine Losung finden

- mehrere Losungen finden

- alle Lésungen finden

- begriinden, dass man alle gefunden hat.

.« & A] E d ]o 3 7285 pe Al Elo]JvvyYpy ESvX ] vliZo ]+ E
Legt man drei Quadrate inein2 1Z pv (°P3 ]Jv A] ES « Z]vipU ¢} Z 3 uv & ] D,F
} €& cd™ ~APoX Jv v ]Jo pvP v } tdieiBeZeithnungen mitBuclistaben sind der
jeweiligen Form des Vierlings nachempfunden).

Willmaneine3erZ ]Z A Gu ] vU ¢} P] 8§ « vu®E ]| D,Po] Zltiieser Ansatz~d« } (
fuhrt aber nicht zu einer Losung.
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Mathe kann ich doch!

Viereckl:
Alle vier Seiten eines Vierecks sind gleich lang, es ist aber kein Quadrat. Kann das sein?

Viereckl - Lésung:
Ja, es ist eine Raute.

Viereck2:
Die gegenuber liegenden Seiten eines Vierecks sind parallel, es ist aber kein Rechteck. Kann das sein?

Viereck2 - Losung:
Ja, es ist ein Parallelogramm.

Vier Téchter:
Eine Mutter hat 4 Téchter. Jede Tochter hat einen Bruder.weie Kinder hat die Mutter insgesamt?

Vier Téchter- Losung
Die Mutter hat finf Kinder, namlich vier Tdchter und einen Sohn (!).

Waageprobleml.:

Auf einem Tisch liege®iStapel zu jeweil8 Schokoladentafeln. Alle Tafeln wiegen 100g mit Ausnahme
der Tafeln eines einzigen Stapels, die jeweils 110g wiegen.

Wie kann man durch eine einzige Wagwog Tafeln aus den Stapeimt einer AnzeigetWaage den
Stapel mit den besonderen Tafeditherherausfinden?

Waageprobleml tLdsung:

Man nimmt vom 1. Stapel 1 Tafel, vom 2. Stapel 2 Tafeln und vom 3. Stapel 3 Tafeln und legt alle

6 Tafeln zusammen auf die Waage. Wirden alle Tafeln 100 g wiegen, wére die Anzeige 600 g.
Wenn die Anzeige 610 g lautet, dann sind die 1:TDadeln im 1. Stapel, denn auf der Waage liegt eine
davon.

Wenn die Anzeige 620 g lautet, dann sind die 1-Taigln im 2. Stapel, denn auf der Waage liegen zwei
davon.

Wenn die Anzeige 630 g lautet, dann sind die 1-T@fgln im 3. Stapel, denn auf der Waage liegen drei
davon.

Waageprobleml t Kommentar.

Wenn man nur eine Tafel eines Stapels auf die Waage legt, kann man Gliick haben und den Stapel
identifizieren oder eben nicht, man soll aber ein sicheres Verfahren entwickeln.

Ein moglicheiipplautet:

Du darfst auch von einem Stapel mehrere Tafeln auf die Waage legen.

Wenn man von jedem Stapel eine Tafel auf die Waage legt, man wird immer 310 g erhalten, das hilft
also nicht weiter. Aber jetzt ist die LOsung nicht mehr fern.
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Mathe kann ich doch!

Waageproblen:
Von neun auf3erlich gleichen Kugetri U <1 ¥t geBau eine schwerer als die acht andern. Diese soll
sicherdurch zwei Wagungen mit einer Balkenwaage gefunden werden.

Waageproblem 2t Lésung:

Lege K1, K2 und K3 auf die linke Seite der Balkenwaage, lege K4, K5 und K6 auf die rechte Seite. Jetzt
gibt es drei Moglichkeiten:

- Links schwerer: die gesuchte Kugel ist K1, K2 odeEKBeite Wagung: links K1, rechts K&bei
Gleichgewicht ist K3 die gesuchte Kugel

- Rechts schwerer: die gesuchte Kugel ist K4, K5 odeExBeite Wagung: links K4, rechts KEbei
Gleichgewicht ist K6 die gesuchte Kugel

- Gleichgewicht: die gesuchte Kugel ist K7, K8 odefBg@veite Wagung: links K7, rechts KBbei
Gleichgewicht ist K9 die gesuchte Kugel

Waageproblem 2t Kommentar.

Man muss sich von der Idee verabschieden, die gesuchte Kugel eventuell schon nach dem ersten Wagen
benennen zu kénnen. Hier geht gisategischgesehen um ein schrittweises Eingrenzen der Ldsung.

Ideal ware, wenn man das ndtner Balkenwaage real durchspielen kénnte.

Die Lehrkraft kann defippgeben, mit zweimal drei Kugeln zu beginnen.

Warfel:

(Die Aufgaben sollem Ju <} g8lfst werden.)

27 gleiche Wurfel werden zu einem groRen Wirfel zusammengesetzt. Der groRe Wirfel wird auf3en rot
angemdt.

a) Wie viele der 27 kleinen Wirfel sind zur Halfte rot angemalt?

b) Wie viele der Wurfel haben zwei rote Quadrate?

c) Gibt einen génzlich unbemalten Wirfel?

Warfel tLosungen:

a) 8 Wirfel sind zur Halfte rot angemalt.

b) 12 Wiirfel haben zwei rote Quadrate.

c) Ja, es gibt einen, namlich den in der Mitte.

Wiirfel t Kommentar:
Schiilerinnen und Schiiler kdnnesitere solche Aufgaben erfinden, ggf. auch an einem 4xdx#fel.
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Mathe kann ich doch!
Wirfelnetze:
BeiSpielwiirfeln missen gegentberliegende Augenzahlen zusammen immer 7 ergeben. Priife, ob die
Warfelnetze korrekt beschriftet sind.

412|3 3|2 1|2 5|6 2 3
1 1|4 3 2 416]|3 1|5
5 5 5|6 1 5 4|6
a)| 6 b)| 6 c)| 4 d|4|3]| e f|2
2 5 2 3

4 63 5 2|3
5 2 1 4
9|3 hy| 1 i) | 4 2|6 k|6

Wiirfelnetze t Losungen
a); b); c); e); H; g); h)und i) sind korrekt beschriftet, d); j) und k) nicht.

Zahlworter:
a) FurkleineKinderist es beim Lernen defahlwortereine grol3e Hirde, dass im Deutschen entgegen
einer einheitlichen Systematik die Einerstelle vor der Zehnerstelle genannt wird. Das Zahlwort fir 3456
] » Dretausendiierhundertsechsindfiinf 1 ] P A X
X Wie heil3t das Zahlwort fir 3456, wenn man die Stufenzahlen schon der Reihe nach abarbeiten
wirde (wie zum Beispiel im Englischen)?
« t]E A}oo v A Eep Z+A ]+ 1lpe §i0] Z vuv p Z ] "~}v E( oo E « Zo
12 ~c*A,0("e + Z (( vX
X Wie missten sie heil3en, wenn man geanausdildet wie bei 13; 14 usw.?
X Wie missten sie heil3en, wenn man die Stufenzahlen der Reihe nach abatieitein a)?
c) Auch die Bildung der verschiedenen Zehadro( Z v ~1A vI]JPU @& ]7]PU Ye J¢§ v "}v
groBeren Stufenzahlen nennt man ja immer die Anzahl der Stufenzahl und dann die Stufenzahl selbst,
IX X ] idii « Bréitausendierhundert” X
Wir haben jetzt also nur noch Wérter fiir die Ziffern von 1 bis 9 und die Stufenzahlen zur Verfligung.
X Wie heil3t das Zahlwort fir 3456 jetzt?
d) Wir bilden die Zahlwdrter nun nur mit den Ziffern von 1 bis 9 und den Stufenzahlen konsequent nach
der Regelausd¥c vi Ze~Spu( vl Zo”reX t] *}ved © 0] ZUP v AJE ] v d pe
Millionen usw. die Anzahlen mit einem Zahlwort zwischen 1 und 999 an.
X Wie wirden die Zahlwoérter heiBen: 35 | 212 | 1.234 | 22.333 usw.
Beispiel:
987.654.321 algahlwort ware dann
CV pvZuv &S Z3I1 Zvuv ] v DJoo]}v v
e ZeZpv ES(°v(l Zvpv A] ES pe v E ]Zpv ESIA ]I Zvpv ]Jvenr

Zahlworter tLosungen

« « A°E ZDtétausendiierhundertfiinfzigundechs® X

e Al u®eed3 v Z ] v e ]vel Zvr pv clA ]I Zv~rX

Al ufeed v Z ] v cl Zvpuv Jver pv cl Zvuv TA 70X
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Mathe kann ich doch!
e« Z 17§ dreftd@sendiiethundertfiinfzehrundsechs® X
ZSUVPW c&°v(l Zv~r «8 2§ Z] & ] (°E AiU v] ZS8 u ZE (°E iAX
d) dreizehrundfinf
zwehunderteinszehrundzwei
eingausendwehundertdreizehrundvier
zwekzehrundzwetausendireihundertdreizehrunddrei  usw.

Zeichnerisches Multiplizieren:

Wie |6st man die Multiplikationsaufgabe 32 - 14
ME Z v ] ZvuvP }Zv - dho 4 32 14

Wir betrachten die Abbildung rechts.

Man zeichnet die Zahl 32 so:
3 dicke Parallelen unddinne Parallelen in einigen
Abstand davon von links oben nach rechts unten.

Man zeichnet die Zahl 14 so:
1 dicke Gerade unddiinne Parallelen in einigem
Abstand davon von rechts oben nach links unten.

Jetzt zahlt man die Schnittpunkte:

0 N Zv]SS%o puvIS - °VyveXEBRIner

iT=1TAid Aiil=08"2Zv]33%uVvts 1AX «°9mv¥E4 Zehneund 1 Ubertrag
PN Zv]SS% puviIsS- 1 17 i m ELSHENdRIter

Ergebnis: 32 - 14448

a) Fuhre dieses Verfahren durfit 45 - 23.

b) Gelingt dies auch fir 123 - 457

c) Vergleiche mit dem Verfahren der schriftlichen Multiplikation.

Zeichnerisches Multiplizierert Lésung:

a) 1035

b) 5535

c) Es ist genau dasselbe wie bei der schriftlichen Staffelrechnung: HZE
3 Zehner mal 4 Einer ergibt 12 Zehner, das sind 2 Zehner und 1 Hunderter,| 14-32
3 Zehner mal Zehner ergibt Hunderter, zusammen sind es akdélnderter, |

2 Einer mal £iner ergib8 Bner und 2Einer mal Zehner ergibt Zehner, 42
zusammen alsé zhner. 28
ve$ 00 e | Zo veU A] Al o Wpvlis ] cz Z§ 448

v 8°C0] Z =« c<o Jver]Au®A v vX

Zeichnerisches Multiplizierert Kommentar:
Man kann(mit weiteren Beispielerg@ine Doppelstunde miiesem Themdiillen, wenn man méchte .
Anstellevon diinnen und dicken Strichen wird maimsbesondere bei dreistelligen Faktorémit

Farben arbeiten. Hier muss man schauen, dass man den Uberblick tiber die Bedeutung der einzelnen

cZ 72§ |~ ~]vEM<eeZv EM ,uv ES EM peAXe v] Z§ A Eo] ESX

Wenn der Uberblick gesichert ist, dann ist es unerheblich, ob man auf kariertem Papier und mit dem

Geodreieck arbeitet oder auch auf Konzeptpapier Hand
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Mathe kann ich doch!

Zwei Liter:
Ein Wrfel mit der Kantenlange 10 cm hat das Volumen von genau 1 Liter (= 100 cm
Welches Volumen bekommt man bei der doppelten Kantenlange ¢n)®

Zwei Liter t Lésung:
Damit bekommt mamicht das doppelte Volumen von 2 Liter, sondern 8 Liter (= 806 cm

Zwei Liter t Kommentar:

K & ]v & s €& ve Z po] ZpuvP ~c<}% (P }u SE] "W

Wie viele 10 crWirfel passen in einen 20 eWlrfel? Einer links vorne unten, einer rechts vorne
pvs vU Jv & o]vle Z]Jvs v pvs vU Y
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Mkid 6-01 Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Die KrobelaufgabenSammlung umfasst etwE00 Aufgaben(Teilaufgabersindeinzeln gezéhltn den
drei Schwierigkeitsstufen *einfach, *mittel und ***schwggamt Lésungen und ggf. Kommergar
Man darf den Begrifknobelaufgabe hier gerne im weiteren Sinn verstefegntzdem haben nicht
wenige Aufgaben dieser Sammluthen typischenknobelaufgabetClou.Einige deinobelaufgaben
haben auch die immanente Wiederholung von Stoffen aus Klasse 5 zum Inhalt.

Die Aufgaben kdnnebei Mkid-Stunden al$uffer eingesetzt werden.

DerZeitbedarferstreckt sichmit allen Abstufungeron einer Minute(DortesMutter, Vier Tochtérbis
Zu einer ganzen Sitzungriptogrammyoémische ZahlzeichereichnerischeBlultiplizierer), wenn man
dasausdehnermdochte.

Manche Aufgabentypen($Juus[«V ~ Z)&idr@ $chvfir ein kleingewinnspiel

Jv <v} o p(P } & ]v ¢ @inprg@e#gndten Mjschung vddnobelaufgaben zum
Abschluss der Mki&tunde kdnnte zu einerRitual werden.

Manche Aufgaben eignen sich gut zetbstandigen Variatiomdurch die Schulerinnen und Schler
(BudstabenRatsel Durchschnitte Wiirfe).

Es ist nicht daran gedacht, dass die kedift die Aufgaben gedruckt austeikondern dass didufgaben
vorgelesenund ggf.im Unterrichtsgespréachrlautert werden Ggf. werden wichtige Informationen an
die Tafel (0.4.) geschrieben.

Fur die AufgabePunktsymmetrischind Vier gleiche Teilkann man auf daBlatt 4-4-Quadrate
zurlckgreifen, wenn man das mdchte.

Bei Aufgabendie Figuren enthalten, kann man auf dalatt Figurenzurtickgreifen, wenn man das
mochte.

Beischwierigen AufgaberiKryptogramm Waageproblemgist es schon gut, wenn diel8ilerinnen und
Schiler

- das Problem erfassen

- sich Gedanken machen

- vonder Lehrkraftgesagt bekommen, dass dieses Problem ganz schwierig ist
- selbstandigerste Losungsansatze fasg@wben, loben, loben!)

- mit einem Tipp auf dieichtige Losung kommen

- das Dilemma auskosten

- die Aufldsung verstehen

- deren intellektuellen Charme erkennen

- erkennen, dass es audiaussichtslosen Situationen eine Losung geben kann

An geeigneten Stellen widie Lehkraft auf eine defProblemldseStrategienhinweisen

Die Selbsterfahrung der Lehrkrafst wichtig beim Knobeln, hierfiir sei B.die Aufgabe Fischblase
oder Kryptogrammempfohlen.
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Mathe kann ich doch!
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Mathe kann ich doch!

9 16 1124 7 | 20
10|11 4 8 | 16
1 6
4 1 13121 9
181 1 | 14
19
e o o e o o e o o
®e o o e o o e o o
e o o e o o ® o o
A B A B A B
a) b) c)
Xt =Xl X+IvV=V X+V ti=VI
d) e) f)

VIFVII=XII Xl tl=XV+VI Xtll=XV+VI

Mkid 6-01 Knobelaufgaben Figuren SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-01 Knobelaufgaben m

Mathe kann ich doch!

B B B
A A A
A
B \C \D E
G H
F | J K
4023 3|2 1]2 5|6 2 3
1 1| 4 3 2 4063 1]5
5 5 5|6 1 5 46
a)| 6 b)| 6 c)| 4 dy| 43 e)| 1 f)| 2
2 5 2 3
3 63 5 2
2 5| 1 1 4
93 h | 1 i | 4 2|6 K) 6
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Mathe kann ich doch!
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Mathe kann ich doch!

Knokelaufgaben-Sammlung

Wer vieledringt, wird manchem etwas bringeand jeder geht zufrieden aus dem Ha@Boethe)

Schwierigkeitsgradeinfach **mittel  ***schwierig

**Anzahl der Quadrate:

In einem 2xXQuadrat (linke Abbildung) gibt es
insgesamt funf Quadrate, namlich vier ix1
Quadrate und ein 2xBuadrat.

a) Wie viele Quadrate gibt es in einem
3x3-Quadrat (mittlere Abbildung)?

b) Wie viele Quadrate gibt es in einem
4x4-Quadrat (rechte Abbildung)?

Schreibe zunéchst einzeln auf, wie viele-Quiadrate, wie viel@x2-Quadrate, wie viele 3xQuadrate
und wie viele 4x4Quadrate es sind.

c) Wie viele Quadrate gibt eeermutlichin einem 10x1@Quadrat?

Anzahl der Quadratet Losungen:

a) Anzahl derlx1-Quadrate: 9Anzahl de2x2-Quadrate: 4Anzahl deBx3-Quadrate: 1;
insgesamt also: 9+4 +1 =14

b) Anzahl derlx1-Quadrate:16; Anzahl de2x2-Quadrate:9; Anzahl deBx3-Quadrate:4;
Anzahl der #4-Quadrate:l; insgesamt also: 16 + 9 +4 + 1 =30

c) Die Vermutung 100 + 81 + 64 + 49 + 36 + 25 + 16 + 9 + 4 + 1 = 385 liegt nahe.

Im Bildungsplan 2016 fur die Klasse 5/6 steht: Die Schilerinnen und S&hisonnen die
Quadratzahlen vonZbis 2@ wiedergeben und erkennen (!).

Anzahl der Quadratet Kommentar:

"§E § P] VW 00 & oo & Z1Z v Z *CeS u 8] Z «}EP( 05]P pv

Beispielen eine Vermutung generieren.

Die Vermutung In einem NxMuadratgibt esN> + (N1)? = Y %=+ 2 Quadrate liegt nahe.

Entre nous: Der Nachweis gelingt duxaiiistandige Induktion.

Induktionsverankerung: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fir N = 1.

Induktionsannahme: Sie sei richtig fir N.

Induktionsschluss: Zeige, dass sie dann auch fur N+1 richtig ist.

Es gilt:

Anzahl der 1xQuadrate im NxMuadrat = Anzahl der 2Quadrate im (N+1)x(N+Quadrat

Anzahl der 2xRuadrate im NxMuadrat = Anzahl der 3»Quadrate im (N+1)x(N+Quadrat

~APoX ]Jo uvP pvs v (°E E A i- Y

Anzahl der KxilQuadrate im NxPQuadrat = Anzahl der (K+1)x(k€)adrate im (N+1)x(N+Quadrat
Y

Anzahl der NxMQuadrate im NxMQuadrat = Anzahl der (N+1)x(N-EQQiadrate im (N+1)x(N+Quadrat

Insgesamt gilt: Anzahl aller Quadrate im (Nx1)x(Mxtigdrat =

Anzahl aller Quadrate im NxQuadrat + Anzahl der 1xQuadrate im (N+1)x(N+Quadrat =

N2+ (N1P? = Y &= P+(N+1F p
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Mathe kann ich doch!
*Artisten:
Kurt und Landlh sindbeide Artisten Von der KoérpergréRe her ist Kurt ziemlich kurz, Landolf ziemlich
lang. Sie mdchten aus einem sehr hohen Schrank etwas herausholen, einer soll sich dabei auf die
Schultern des andern stellen, als Artisten kbnnen sie das.
Wer muss auf wessen Schulter steigen, dataitoberemaoglichsthoch in den Schrank fassen k&nn

Artisten - Losung:

] N Zpos E€Z,Z e+ c} EvDuvveer]eS3TA E i AlJoe ]+0 UV] ZS E
ZS o*c>VvVP E» pZ ] ovP Ev Eu X > v }o( *}oo pu( ] "~ Zpos Ev
umgekehrt.

Artisten - Kommentar:
Eine Skizze kann helfen.

**Besteck

Eire Gabel und ein Loéffel wiegen zusammen 135g, eine Gabel und ein Messer wiegen zusammen 140g,
ein Loffel und ein Messer wiegen zusammen 155g.

Was wiegen eine Gabel, ein Loffel und ein Messer zusammen?

Besteck t Losung:

Wirft man alles zusammehdas ist der Clou bei dieser Aufgabe, so hat man von allen drei
Bestecksorten zwei Stlck: zwei Gabeln, zwei Loffel und zwei Messer mit einem Gesamtgewicht von
430g. Eine Gabel, ein Loffel und ein Messer wiegen zusammen also 215g.

Besteck t Kommentar.

Hier ist nicht an die (formale) Loésung eines linearen Gleichungssystems gedacht, aus dem man zunachst
die einzelnen Gewichte ermittelt (Gabel §0L06ffel 759, Messer 8@).

Natdurlich erhalt man die Einzelgewichte aus dem Summengewichg 285n auch schnell durch

Subtraktion: Messerewicht = 215 t135g = 80g usw.

*Brett:
EinBrett ist 250 cnfang. Es soll in gleict&licke zu j&0cm Lange zes&gt werden Wieoft muss man
sagen?

Brett tLOsung:
Man muss 4mal sagen, nichtfalt A E[+ v] Z§ Po p §U u zZ38 ]Jv ~IJIT X

*BuchstabenRatselmit Lésungen

e Jv E ¢ I°EIpvP™ Jv v E vE8 H Eo] Zv~rAZE]A]e ]85 v T
Beispiel60 = M hat eine S A Bedeutung: 60 Minuten hat eine Stunde

500 = G hat ein PABedeutung: 500 Gramm hat ein Pfund

100 = L hat ein HLABedeutung: 100 Liter hat ein Hektoliter

4 = E hat ein DEBedeutung: 4 Ecken hat ein Drachen

1000 = KCM hat ein FEBedeutung: 1000 Kubikzentimeter hat ein Liter

6 = Q hat ein WAEBedeutung: 6 Quadrate hat ein Wiirfel
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Mathe kann ich doch!
BuchstaberRatsel t Kommentar:
Mit den Schilerinnen und Schilern zusammen selbst Beisgetegauch auRermathematische
366 Tage hat ein Schaltjahr, 4 Blatter hat ein GHid&eblatt, 5 Finger hat eine Hand, 11 Spieler hat
eine FuBBballmannschaft uspfinden macht SpafR!

*Cola:

EineDose Col&ostetl | X ¢ }0 <« o0 *$ |}eSnehrblodie]leere Dose. Was kostet die leere

Dose?

Cola- Losung:

] *%}vsS v [/ U ¢ ] o EiUJt |iNITUOT | I}eS SU JeS (0 ZX ¢ }(( Vv
WE} ~JeW iUdI | = ~iU0di | = iU0I |» A iUdI | X ] e |}es S TUTI | ~>,
[}¢§ § wvv iUBI (U ¢ ¢]v § 8¢ Zo] Z iUOI | u ZE o+ iUTI | X

*Dortes Mutter:
Die Mutter von Dortéhat 4 Kinder. Das erste KiheiRtMara. Das zweite Kind haeiRtMere. Das
dritte Kind reiRt Mimi. Wie heil3t das vierte Kind?

DortesMutter - Losung
Nein, nicht MomoDas vierte Kindon Dortes Mutter muss Dorte heiRen, wenn die anderen drei Kinder
offenbar nicht Dorte heilRen.

**Drei-Drei-Drei:

Von den 10 Ziffern 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 umde®den jeweils zwei zu einer zweistelligen Zahl
zusammengefasst, anschlieRend wird die Summe dieser funf Zahlen gebildet. Dafur gibt es viele
Madglichkeiten. Welche davon haben die Summe 360, welche die Summe 3517?

Drei-Drei-Drei tLOsungen:

00 = 61 = 61 = 0i = A1 A TOI Y <] ] u Z£ZJuo u,Po]l] Z ~puu U ] (°v
Zehnerziffern sein, die Einerziffern kann man dabei untereinander beliebig vertauschen.

6 = 07 = 61 = 0i = 81 A TAi Y pueP Zv A}v & D £A]Ju ocpuu ApuE cd
bedeutet 10 weniger und 1 mehr, die Einerziffern kann man dabei wieder untereinander beliebig
vertauschen.

Vertauscht man eine andere Zehnerziffer als 5 mit irgendeiner einer Einerziffer erhalt man Zahlen die
kleiner sind als 351.

Drei-Drei-Drei t Kommentar.

Dies ist eine selbstdifferenzierende Knobelaufgabe. Jede(r) kann auf seinem eigenen Niveau ein
Erfolgserlebnis erreichen:

- eine LOsung finden - mehrere Losungen finden - alles Losungen finden

- begriinden, warum es keine weiteren gibt

*Dreiecke:
Ordne sechgleichlangeStabeso an, dass vielgjchseitige Dreiecke entstehergenau vier, nicht mehr
und nicht weniger.

Dreiecke t Losung
Man bilde ein Tetraeder.
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Mathe kann ich doch!
**Dreiteilung:
Teile ein gleichseitiges Dreieck (vgl. Abbildung rechts mit
eingetragenem Mittelpunkt) in deckungsgleiche Teile (gleicl
Form und gleiche GroRaf,und zwar:
a) in drei Dreiecke .
b) in drei Drachen
c) in drei Trapeze

Dreiteilung t Losungen:
a) Verbinde den Mittelpunkt mit b) Falle das Lot vom Mittelpunk c) Zeichne Parallelen zu den
den Eckpunkten. auf die Seiten. Seiten durch den Mittelpunkt.

AN AN A

Dreiteilung t Kommentar.

Entre nous: Vom Mittelpunkt eines Dreiecks zu sprechen verbietet sich im Allgemeinen, weil dabei

Hvlio E ]+3U A o Z c¢cD]33 ~ Fomnitz3B.]des Xinfkrei&riiiteunkt, der

Inkreismittelpunkt und der Schwerpunkt. Beim gleichseitigen Dreieck fallen alle diese Punkte (und noch
weitere wie der Hohenschnittpunkt oder dBERMATTORRICEL-Bunkt, das ist der Punkt mit der

ul]vlu o v v3( EVpVvPeepuu ITp v 1%pvId ve Tpe uu vU ¢} e u v A}Zo
Mittelpunkt sprechen kann.

*Durchschnitte:

a) Zu den Zahlen 3 und 8 ist eine dritte Zahl gesucht, so dass der Durchschnitt der drei Zahlen 10 ist.

b) Es sind vier unterschiedliche Zahlen gesucht, deren Durchschnitt gro3er als die zweitgroRte Zahl ist.
c) Es sind drei unterschiedliche Zahlen gesucht, deren Durchschnitt groRer als die gro3te der drei Zahlen
ist.

d) Bilde mit den Ziffern 1; 2; 3; 4; 5 und 6 (jede der sechs Ziffern soll genau einmal verwendet werden)
drei Zahlenderen Durchschnitt 37 ist.

e) Felix hat von drei Zahlen den Durchschnitt berechnet. Er vergrof3ert eine Zahl um 6. Um wie viel
vergroRert sich der Durchschnitt?

Durchschnitte t Losungen:

a) Dritte Zahl: 19, die Summe dinei Zahlen muss 3 - 10 = 30 sein.

b) z.B.: 1; 2; 3 und 10 mit Durchschnitt 4

c) Das ist nicht mdglich.

d) (14+62+35):3=111:3=37

e) Der Durchschnitt vergroR3ert sich um 2.

Formal: (a+be¢):3=m;(@a+b+c+6):3=m+2.

Man ist hier auch mit beispielgebundenen Argumentatioden Schilerinnen und Schilg8uS)
zufrieden.
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Mathe kann ich doch!
Durchschnitte t Kommentar.
Su&oénnen in aller Regel Durchschnitte (arithmetische Mittel) berechnen, auch schon vor einer
Behandlung dieses Themas im Unterricht. Fir diesen Fall wirde man ausloten, was von den
Aufgabenteilen a) bis d) moglich ist.
Suskénnenggf.selbstsolcheAufgaen erfinden.

*EIf:
toZ ¢ Zo ]*S P u]vsul]sco(dpuev o(,pv ES o(™"M

Elf t Losungen:
11 -1000 + 11 - 100 + 11 =12.111

*Extreme Korper:

Was fir ein Korper ist das?

a) eire einzelne Spaghettludel

b) ein Blatt Papier

c) ein Sandkorn

d) eine Buroklammer

e) die Spitze eines gespitzten Bleistifts
f) ein Haar

g) ein Trinkhalm

Extreme Korper LOsung:
a) ein Zylinder

b) ein Quader

c) eine Kugel

d) ein gebogener Zylinder
e) ein Kegel

f) ein Zylinder

Pe ]v ,}ZolCo]v & ~]v +Co]v E ] wul]vvyv Jvio]v E & «Co]v &E ¢

*Farbige Socken:

Leander hat insgesamt zwei Paar dunkelblaue, drei Paar dunkelbraune und vier Paar dunkelgriine
Socken. Die liegen gewaschen und getrocknet in einer Schublade, aber einzeln und durcheinander.
Er bittet Lindaihm ein Paar gleichfarbige zu holen. Linda ist leicht farbenblind und kann diese dunklen
Socken nicht unterscheiden. Wie viele Socken muss sie mindestens mitnehmen, damit sicher zwei
gleichfarbige darunter sind?

Wir gehen davon aus, dass es hierbei keine linken oder rechten Socken gibt.

Farbige Sockert Lésung:
Sie muss mindestens vier Socken mitnehmen. Bei dreien sind es im ungunstigsten Fall drei verschiedene,
bei vieren sind dann sicher zwei gleiche Farben dabei.

Farbige Socken t Kommentar.

Strategien hierbei:

- DenWorstCasebetrachten

- Das sogenannt&chubfachprinzipnwenden. Wenn n+1 Kugeln in n Schubfachern verteilt werden
sollen, dann liegt in mindestens einem Schubfach mehr als eine Kugel.
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Mathe kann ich doch!

***Eischblase:
Teile die Fischblase (Figur rechts) in zwei deckungsgleiche Teilt
eUE /V(}W ] >,epvP ]38 v] Z§ JEP v A] ¢
(gedanklich) die Schere einmal an, schneidet ein Stiidkextig.
Fischblaset Losung:

Die Losung ist unten in sehr kleiner Schrift abgedruckt, damit m.
wirklich in Ruhe knobeln kann.

jang vom linken Kleinen Hall

Tiefpunkt der Figur, also der Mittelpunkt des groRien Halbkreisbogens. Die

R PR T i e s
Fischblaset Kommentar:
Das istt auch fur Erwachsenéziemlich schwierig.

** FuBbaltTurnier.

Zu einem FuBballurnier sind sechs Mannschaften gemeldet. Jede Mannschaft spielt gegen jede.

a) Wieviele Spiele finden statt?

b) Kurz vor Turnierbeginn meldet sich noch eine siebte Mannschaft. Die Turnierleiterin Giberlegt, ob sie
die siebte Mannschaft zulassen soll. Wie viele Spiele wirden dazu kommen?

FuBbaltTurnier t Loésungen
a) Wir nennen die sechs Mannschaften® C, D, E und F und schreiben die mdglichen Begegnungen
systematisch auf:
AB AC AD AE AF

BC BDBE BF

CD CE CF
DE DF
EF

Es sind 15 Spiele.
b) Mit der siebten Mannschaft G wiirden sechs Spiele dazu kommen: AG, BG, CG, DG, EG und FG.

FuRBbalkTurnier t Kommentar:

Strategie: alle Falle der Reihne naelf +3 u 3]« ZU «}EP( 03]P puv I}vi v8E] ES ¢ E
Entre noust allgemein: Wie viele Spiele sind es bei n Mannschaften?

Bzw. in der kombinatorischen Ubersetzung:

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, aus n Objekten 2 auszuwahlen?

nn 1)
2

Bei n Mannschaften gibt e§; Spiele.
1

*Gewicht1:
D E$ +« PS5Wc/ ZA] P 16IP puv ] , 0(3 ul]ve'A] Z3+X~t] Al o Al P

Gewichtl tLdsung:
Der fehlende Teil ist wieder eine Halfte, also sind 27 kg die Halfte des Gewichts von Mert. Mert wiegt
also 2 - 27 kg = 54 kg.

Gewicht 1t Kommentar:
Einekleine Skizze kann helfen.
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Mathe kann ich doch!
*Gewicht2:
vl o « PS5W c/ Z Al P 16 IP pv Jv EJ]88 0 u]vee"'A] Z3+X~t] A] o A

Gewicht2 tLosung:
Der fehlende Teil zu einem Drittel sind zwei Drittel, also sind 27 kg zwei Drittel des Gewichts von Daniel.
Ein Drittel waren dann 13,5 kg. Daniel wiegt also 3 - 13,5 kg = 40,5 kg.

Gewicht2 t Kommentar:
Eine kleine Skizze kann helfen.

*Grabung:
Wenningmarl Tag braucht, um ein Loch auszugraben, das 1 Meter lang, 1 Meter breit und 1 Meter tief
ist, wie viele Tage braucht er dann fur ein Loch, das 3 Meter lang, 3 Meter breit und 3 Meter tief ist?

GrabungtLdsung:
Nicht 3 Tage, sondern 27 Tage.

**Grundsticke 1:

Ein hakenférmiges Grundstlakgl. linke
Abbildungt soll in vierdeckungsgleiche Teile
(gleiche Grof3e und gleiche Form) aufgeteilt
werden.

Grundstiicke 1t Lésung:
Rechte Abbildung ohne unterlegtes Karogitter

Grundstuckel t Kommentar.

Stellt man die Aufgabe ohne unterlegtes Karogitter (°E u]s v vP v cvu@E E Z3 t]vl «
I°El E v "SE | v el]v 00 Po]ZovVvPX"U (008 =+ p((]Jv v E >, epu\
schwerer.

Fur beide Falle gilt: Wenn man sich einmal von der Hoffnung verabschiedet hat, dass man mit der

Z ZS I(}&u Z]vl}uusU o] PS ] >,epvP cv Z *X

**Grundsticke 2:

Ein trapezférmiges Grundstiick

tvgl. linke Abbildung soll in

vier deckungsgleiche Trapeze

aufgeteilt werden. \
Grundstucke 2t Lésung:

Rechte Abbildung

Grundstucke2 t Kommentar.

Stellt man die Aufgabe ohne] Vv P E E35 E A] E luvPeP0o ] Z v ~8° | ~cd
wesentlich schwieriger, dann ist es eine *Aufgabe. Man wird wohl zunachst mit Dreiecken

experimentieren, was aber nicht zum Ziel fuhrt.
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Mathe kann ich doch!
** Haare:
Gibt es in Stuttgart zwei Personen, die gleich viele Haare auf dem Kopf haben?

Haare t Lsung:

Stuttgart hat etwa 600.000 Einwohner. Menschen haben bis zu 150.000 Haare auf dem Kopf.
Angenommen es gabe nur 150.001 Stuttgarter, dann kénne es theoretisch passieren, dass der

1. Stuttgarter 0 Haare, der &tuttgarter 1 Haar, der $tuttgarter 2 Haare usw. und der

150001 .Stuttgarter 150.000 Haare auf dem Kopf hatte. Also hatten alle eine unterschiedliche Anzahl.
Jetzt gibt es aber noch viel mehr Stuttgarter, also sicher auch zwei mit einer gleichen Kdypfhalait
selbst wenn man ggf. noch einen Bart mit einrechnet

Haare t Kommentar

Strategien hierbei sind:DenWorstCasebetrachten.

- Das so genanntBchubfachprinzipnwenden, dies lautet z.B. so: Wenn n+1 Kugeln in n Schubféachern
verteilt werden sollen, dann liegt in mindestens einem Schubfach mehr als eine Kugel.

Hundert:

Zu Verfugung stehen die Ziffern 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 und 9. Die Zahl 100 soll erreicht werden. Dabei
gelten die folgenden Regeln:

- Die Reihenfolge der Ziffern darf nicht verandert werden.

- Man kann Ziffern zu einer mehrstelligen Zahl verbinden.

- Es darf addiert und subtrahiert werden.

Beispiel: 123 + 4567 + 8t9 = 100

Hundert t Loésungen

123 + 4t5+67t89 = 100
123t4t5t6t7+8t9=100
123 t45 t67 + 89 =100
12+3t4+5+67+8+9=100
12+3+4+56 t7+89=100
12t3 t4+5t6+7+89=100
1+2+3t4+5+6+78+9=100
1+2+34t5+67t8+9=100
1+23t4+56+7+8+9=100

Hundert t Kommentar.
Man kann ein Wettspiel (Wer findet am meist®tdglichkeiter?) odereine Teamarbeit daraus machen
(Finden wir gemeinsam alle 10 Mdglichkeiten?).

** Kamele

Ein alter Araber bestimmt vor seinem Tode, dass der erste Sohn die Halfte, der zweite Sohn den dritten
und der dritte Sohn den neunten Teil seiner Kamele erhalten soll. Da er 17 Kamele hinterliel3, konnten

sich die S6hne nicht einigen. Ein Derwisch, der mit einem alten Kamel vorbeikam, halindreagte

c/ Z Aloo pZulv<uoo]ZVvX®Euvv Zui G & ~, Zvdeldejste v id <
Sohn 9 Kamele, der zweite Sohn 6 Kamele und der dritte Sohn 2 Kamele.

Damit waren 17 der 18 Kamele vertailtd der Derwisch zog mit seinem Ubrig gebliebenen Kamel

weiter.

Hier stimmt doch etwas nichber was?
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Mathe kann ich doch!

Kamele t Lésung:
Die drei Teile, die der altéraber seinen S6hnen bestimmt hat, geben zusammen kein Ganzes. Es ist
namlich 1/2 + 1/3 + 1/9 = 17/18. Damit bleibt beim Verteilen natirlich etwas Ubrig.

*Kehrschaufel:
Vier Holzer stellen eine Kehrschaufel.darder Schaufel liegt etwas
Dreck tvgl. linke Abbildung. Lege zwei Hblzer so um, dass der Di
aulRerhalb der Schaufel liegt.

LI )
Kehrschaufelt Losung: o
rechte Abbildung

*Knopfe:
In einer Familie sind sieben Sohne. Jeder Sohn hat sieben Hemden. Jedes Hemd hat sieben Kndpfe. Wie
vieleKndpfe sind es insgesamt?

Knopfe t Losung:
Es sind 7 - 7 -Rnopfe= 343 Knopfe.

Knopfe t Kommentar:
Beachte die sogenannteroduktregel der Kombinatorik (nicht addieren!)

*Kdrper:(Die Aufgabnsolen cJu <} &elfst werden.)
a) Ein geometrischer Kdrper hat acht Ecken und zwdélf Kanten. Welcher kdnnte es sein?
b) Ein geometrischer Kérper hat finf Ecken und acht Kanten. Welcher kénnte es sein?
e JvZ ZsS | E}S] €S « Zv 00 pu Jv e ]Jv E M"]JSVvXtoZ E<,E% E

Korper t Losung:

a) Es konnte ein Quader sein.

b) Es kénnte eine quadratische Pyramide sein.
e o C VSe§ Z3SN Jv eCo]v EX

Korper t Kommentar:
Zu a) und b) Dasann marmit Prismenvariieren.
Zu c)Das kann mamit rechtwinkligaen Dreieclen variieren

***Kryptogramm:
Jeder Buchsibe steht flr eine Ziffer vonlis 9, unterschiedliche Buchstaben bedeuten
unterschiedliche Ziffern. Keine Zahl beginnt mit einer O.

a) ONE b) EIN c) ZWEI d) EINS e) EINS f) EINS
+ ONE + EIN + ZWEI + EINS + EINS + EINS
----------------------- + EINS + EINS
=TOO = ZWEI = VIER =ZWEl e +EINS

=DREI -
= VIER
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Mathe kann ich doch!
Kryptogramm t Losungn und Kommentar:
Kryptogramme sind ganz schwierig, man veitath mitLésungsansatzezufrieden sein unggf. viel
lobenund Hilfen geben. Die Aufgabe ist auf natlirliche Weise binnendifferenzietdiad: kann eine
oder mehrere Losungen finden.

Zu a)Diese erste Aufgabe sollte man mit den Schulerinnen und Sql8u&pemeinsam machen, damit

klar wird, wie man sich hier vorwartsarbeitet. Hier eine Reihe von Uberlegungen:

- Wir kimmern uns zuerst um O, das kommt oft vor.

- Fir O kommen nur die Ziffern 1; 2; 3 und 4 in Frage. Ab O = 5 gébe es einen Ubertrag und das Ergebnis
ware vierstellig. O = 0 kommt auch nicht in Frage wegen der Reget Zahl beginnt mit einer 0

- O muss eine gerade Zahl sein wegen E + E = O. Es bleibt also nur O = 2 oder O = 4.

- Wir probieren es mit O = 2. Dann muss E = 1 oder E = 6 sein.

- E = 6 geht nicht, es wiirde einen Ubertrag geben und das passt dann nicht mit N + N + 1 = 2 bzw. 12.

- 0°} A]8 E ul]8 A iX vvupee EA O ]JvU vv ] i ]uUster » Z}v cA &
schiedliche Buchstaben bedeuten unterschiedliche Zjffern

-Dann muss T = 5 seirfertig - .

Jetzt bearbeiten diSuSselbstandig auf die gleiche Weise den Fall O = 4 und erhalten die zweite Lésung.
Hier die beiden Lésungen:

ONE 261 472
+ ONE + 261 + 472
=TOO =522 =944

Zu b) Einige Uberlegungen:

- Z kann nudurch einen Ubertrag zustande kommen, also Z = 1.

- uUpee CPE}™ "« ]JVUA PV Jeem ESE P+X 0} AR} E A0} E
- Wir beginnen einmal mit E = 5. W muss dann 0 oder 1 sein. Da Z = 1 ist, kommt nur W = 0 in Frage.

- Also gibt es keinen Ubertrag hierher. Dann muss | = 2 sein mit 1 als Ubertrag. Es bleibt nur schlielich
nur N = 6.

Es gibt insgesamt finf Losungen, mindestens eine davon konnt&u8ipit selbst finden. Recht zigig

geht es, wenn man mit verschiedenen Einsetzungen fur N beginnt.

EIN 526 684 789 842 947
+ EIN + 526 + 684 + 789 + 842 + 947
= ZWEI =1052 =1368 =1578 =1684 =1894

Zuc) Eventuell einen Tipp geben:

<ouu E ] Z Ipu E*8 pu V ¢ =  Bskand nSE]s0Soder E @ saiX
Hier gibt es insgesamt 12 Lésungen, mindestens eine davon konntSuijet selbst finden.
ZWEI 1397 1602 1704 1795 1897 2704
+ ZWEI + 1397 + 1602 + 1704 + 1795 + 1897 + 2704
=VIER =2794 = 3204 = 3408 = 3590 =3794 = 5408
ZWEI 2897 3102 3204 3295 3602 4295
+ ZWEI + 2897 + 3102 + 3204 + 3295 + 3602 + 4295
= VIER =5794 = 6204 = 6408 = 6590 =7204 = 8590

Zu g Eventuell einen Tipp gebeB:muss klein seiie(=1 oder E = 2 oder E = 3 oder E)=0&nn es gibt
keinen Ubertrag bei der Tausenderziffer, sonst ware das Ergebnis fuinfstellig. Diese Mdglichkeiten
Jv( Z He% E} ] E v puv « Z pvU A] uvec puE ZljuusdrX
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Mathe kann ich doch!
Hier gibt es insgesamt 11 Lésungen, eine davon konneBufigut selbst finden.

EINS 1407 1457 1608 1809 1859 2814
+ EINS + 1407 + 1457 + 1608 + 1809 + 1859 + 2814
= ZWEI = 2814 =2914 = 3216 = 3618 =3718 = 5628
EINS 2864 3417 3618 3819 4271
+ EINS + 2864 + 3417 + 3618 + 3819 +4271
= ZWEI =5728 = 6834 = 7236 = 7638 =8542

Zu e) Einige Uberlegungen (ggf. Tipps):

- Es muss gelten E = 1 oder Eader E = 3, sonst gabe es einen Ubertrag und das Ergebnis ware
funfstellig.

- Wir beginnen einmal mit E = 1. Wenn es von der EinarZehnerziffer keinen Ubertrag gibt, muss
N =7 sein und fur S bleibt nur die 2 oder die 3.

- Nur der Fall S = 2 filhrt zu einem Ergebnis. Usw.

Es gibt insgesamt sieben Lésungen, mindestens eine davon kénngnlliat selbst finden.

EINS 1204 1672 1739 1806 2107 2341 2709
+ EINS + 1204 + 1672 + 1739 + 1806 + 2107 + 2341 + 2709
+ EINS + 1204 + 1672 + 1739 + 1806 + 2107 + 2341 + 2709
= DREI =3612 =5016 = 5217 =5418 =6321 =7023 =8127

zu 1) Einige Uberlegungen (ggf. Tipps):

- Es muss gelten E = 1 oder E = 2, sonst géabe esl¢hmetrag und das Ergebnis wére fiinfstellig.

- Es muss gelten | = 0 (kein Ubertrag von den Zehnerziffern her) oder | = 3 (Ubertrag 1 von den
Zehnerziffern her) oder | = 6 (Ubertrag 2 von den Zehnerziffern her) oder | = 6 (Ubertrag 3 von den
Zehnerziffern her).

Diese Kombinationen muss man durchprobieren. Es gibt nur eine Lésung, und zwar fir die Kombination
E=1undl=3.

Das ist jetzt doch ganz schon schwierig.

Man konnte auch einfach die Uberlegung beziiglich E = 1 odé (8.0.) sowie S = 9 vorgeben.

EINS 1329
+ EINS + 1329
+ EINS + 1329
+ EINS + 1329
=VIER =5316

**Magische Quadrate 1:

Bei einenmagischen 3x®uadrate]v ] ¢](( €v iV IV iV YV 8 ¢} ]Jv ] v uv & o &
die Summe der drei Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden Diagonalen immer
dieselbe ist, wir nennen sie dmagische Summe

a) Wie muss diese magische Summe lauten?
b) linke Abbildung: Ergénze zu einamagischen 3x&uadrat 9 4192
3157
1 8|1|6
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Mathe kann ich doch!
Magische Quadrate 1 Ldsung:
e i =1 =1=Y =6 AdAU ]+ ~puu J*3 Po] Zu "]P u( E]-+]Jovip 4
Die magische Summe ist also 45 : 3 = 15.
b) Wegen der magischen Summe 15 muss die 5 in der Mitte stéhder unteren Zeile missen zwei
Zahlen mit der Summe 14 stehen, 7 kann nicht doppelt vorkommen, es bleiben also nur 6 und 8 tbrig.
Beide Moglichkeiten fihren in der Tat zu einamagischen 3x&uadrat(Probe!), eines davon zeigt die
rechte Abbildung.

Magische Quadrate T Kommentar:

Das sogenannte -8huQuadrat(rechte Abbildung) ist das alteste bekannte magische Quadrat

(2800v. Chr., China).

Man kann zeigen, dass bei jedem magischenQ@u&drat die 5 in der Mitte stehen muss. Dass die 1

(und damit natdrlich auch die 9) nicht in einer Ecke stehen kann, ergibt sich direkt durch Ausprobieren.
Alle weiteren magischen 3xQuadrate ergeben sich damit aus dem gezeigten durch Spiegelung oder
Drehung. Wenn man mdchte, kann man hieraus einutabe formulieren.

In der Abbildung unten sind alle acht magischen-Qx@&drate abgebildet.

4/9/12//2/9/4 |8/1|6,|6]18 8/3|4,|6|7/2]|]|2/7|/6||4|3|8
3|5|7||7]/5/3][3|5]|/7]]|7|/5]|3 1151911159
8|1/]6/|6]/1 /84|92 2/9|4 6(7]2||8/3|4|](4/3|8|]|2|7|6

(e}
()]
-
©
(43}
-

**Magische Quadrate 2:
Bei einem magischen4tQuadrat sind die Ziffern 1; 2; ¥ ¥6 so in die 16 Felder einzutragen, dass die
Summe der vier Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden Diagonalen immer
dieselbe ist, wir nennen sie dmagische Summe
a) Wie muss die magische Summe lauten?

b) Flle die restlichen zehn Felder zu einem 16 16/ 3 2|13

magischen 4xQuadrat aust vgl. linke Abbildung. 10111 5110/11| 8

Magische Quadrate 2 Lésung: 6 9|6 |7 (12
e i =1 =1T=Y =1i0 Aiiou ] -

gleichmalig auf vier Zeilen zu verteilen. 4 1 4 115|141

Die magische Summe ist also 136 : 4 = 34.

b) Wegen demagischen Summe 34 muss im noch freien mittleren Feld 7 stehen. In der unteren Zeile
mussen zwei Zahlen mit der Summe 29 stehen, es bleiben nur 14 und 15 ubrig, beide moéglichen
Positionierungen fuhren zu einem magischen-@uadrat (Probe!), eines davon zeigt die rechte
Abbildung oben.

Magische Quadrate 2 Kommentar:
Das gezeigtenagischetx4-Quadrat findet sich iMelencolia 1, einem beriihmten Kupferstich von
ALBRECHDURER1514).

*Magische Quadrate 3

Bei einem magischen 5Buadrat sind die Ziffern 1; 2; ¥ 25 so in die 25 Felder einzutragen, dass die
Summe der finf Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und auch entlang der beiden Diagonalen immer
dieselbe ist, wir nennen sie dmagische Summe
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Mathe kann ich doch!

a) Wie muss die magische Summe lauten?

b) Fllle die restlichen elf Felder zu einem 1112417 |20 1112417 120] 3

magischen 5x®uadrat aust vgl. linke 4 8 |16 4112125 8 | 16

Abbildung.

Magische Quadrate 3 Losung: 1312119 1715 (13(21] 9
e i =1 =1 =Y =1TA AITAU ]

gleichmaRig auf funf Zeilen zu verteilen. 18] 114 10]18] 1| 14]22

Die magische Summe ist also 325 : 5 = 65. 19 2316 |19 2 |15

b) Mithilfe der magischen Summe wird man sich sukzessive zur Losung (Probe!) vowartsarbeiten, man
muss keine Verzweigungen ausprobieremechte Abbildung.

** MiniMax:

a) Bilde aus den Ziffern 0; 1; 2; 3; 4; 57,68 und 9 zwei funfstellige Zahlen, deren Differenz moglichst
klein ist.

b) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 4 und 8 zwei zweistelligen Zahlen, deren Quotient mdglichst grof3 ist.
c) Bilde aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 zwei zweistelligen Zahlen, deren Produkt mdglichst grof3 ist.
d) Suche unter den Quadratzahlen bis 289 diejenigen, die Summe von zwei Quadratzahlen sind.

** MiniMax tLosungen
a) 50123t49876 = 247Y ee ] ¢« Zvd puev EI]((EV E Z &I Zo v * ]v *}o03 \
Dass es aber optimalerweise die 4 und die 5 sein sollten, erkennt man eventuell erst nach einigem
Ausprobieren.
« 60 W iT A O Y E ]A] v upee u,Po] Z*3 PE}" « JvU E ]JA]*}E u,
o« i | IT A QTIT Y oo ] ] VPE} v e](( EVv o0+ Zv EI](( E A EA v
bald klar. Dass aber 41 - 32 (=1312) groler ist als 42 - 31 (=1302), ist doch eine erstaunliche Erkenntnis.
d)25=16+9 100=64+36 169=144+25 225=144+81 289=225+64 400 =256+ 144

** MiniMax t Kommentar.

zu c¢) Entre noug allgemein gilt: Ein Produkt bleibt i.a. nicht gleich, wenn man den einen Faktor um 1
erhoht und den anderen um 1 verringert. Genauer:

(a+1)-(btl)=a-b+Hhatlistkleineralsa- b, wennta tl<0bzw.a> Wbl ist.

Noch allgemeiner fir x > O:

(@+x)-(tx)=a-b+b-xa-xtxlistkleineralsa-b, wennb ta - xtx*<0 bzw. a > lix ist.

Zu d) Mit System vorgehetz.B.: Zunachst diese 20 Quadratzahlen aufschreiben

1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100; 121; 144; 169; 196; 225; 256; 289; 324; 361; 400

und dann daraufhin prifen, ob sie als Summe von zwei Zahlen weiter links dargestellt werden kdnnen.
ZB.0121=100+21) 121 =81 +40/() 121=64+57/(+ Y Z] El]Jv A]38 & v D,Po] ZI
Interessant ist die geometrische Anwendung (Kehrsatz des Pythagoras):

Gilt 2+ P = &, dann ist das aus den Staben der Lange a, b und c gebildete Dreieck rechtwinklig.

*Neun Punkte:

Neun Punktet vgl. linke Abbildungt sollen mit ® @ @
einem zusammenh&ngenden, aus vieilen
bestehenden Streckenzug verbunden werden. Ke ® ® ® ®
Punkt darf zweimal von dem Streckenzug erfasst
werden.

@ @ @ ®
Neun Punktet Losung:

rechte Abbildung
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Mathe kann ich doch!

NeunPunkte t Kommentar:
Man muss (!) Uber die Zeichnungdtaphorisch: tber deellerrand!) hinausgehen.

*Postbote:
EinPostbote mochte seinen Bezirk (vgl. Abbildung) von A nac
in einem Zug durchlaufen und keine Strecke zweimal begehe

A B

*Postbote tLOsung:

Hier wird jeweils beschrieben, wie der Postbote sich z. B. der
Reihe nach an Kreuzungen entscheidet, es gibt mehrere
Ldsungen:

links / rechts / rechts / links / rechts / links / links / rechts

*Plus-Zeichen:
Setze zwischen die Ziffern déahl 987654321 Pl&eichenso, dassals Summe 99 entsteht.

PlusZeichen Lésungen:
1.L6sung9+8+7+65+4+3+2+1=99
2. L6sung9+8+7+6+5+43+21=99

PlusZeichen- Kommentar:
Der Anfang muss 9 + 8 + 7 lauten, sonst kommt man zwangslaufig tiber die 99 hinaus.
Es gibt beliebig viele Varianten zu dieser Aufgabe,SdBze zwischen die Ziffern der Z881888.888
PlusZeicherso, dassals Summé.000entsteht(Losung: 888 + 88 + 8 + 8 + 8)
Vielleicht kbnnen Sie bzw. dann auch lhre Schilerinnen und Schiler auch selbst solche Aufgaben
erfinden? Das ist nicht so schwairie es vielleicht scheint, denn Sie bestimmen die Regelwelche
Ziffern und wie viele, welche Zeichen, welches Ergebnis.
Weitere Beispiele:
X Setze zwischen die Ziffern der Z&H55.555.55%lus oder MinusZeicherso, dassalsErgebnis
1000entsteht (L6sung: 555 + 55655 t 55).
X Setze zwischen die Ziffern der Zal444.444Plus oder MalZeicherso, dassalsErgebnisl00
entsteht(Lésung: 4 -4 -4+4 -4+ 4 -4+ 4)
X Mitden Zeichen #*/: 222=6 333=6 555=6 666=6 777=6
(Losungen: 2+2+2=6; 3t3=6; 5+5:5=6;6+#6=6; 7t7:7=06)

*Primzahlen:

Von dem HobbyMathematikerCHRISTIAKBOLDBACK{L690 t 1764) stammfolgendeVermutung:

Jede gerade Zaldlie grof3er als 2 iskann als Summe zweier Primzahlen geschrieben werden.

Bis heute weil3 man nicht, ob diese Vermutung zutrifft. Gesichert ist sie mit Computerhilfe jedenfalls fr
die Zahlen bis 4- 1®

a) Schreibe alle geraden Zahlen zwischen 30 und 50 als Primzahlen.

b) Schreibe 44 auf alldglichen Arten als Summe zweier Primzahlen.

Primzahlent Lésungn:
a) z.B. 30=11+19 32=3+29 34=11+23 36=17+19 38=7+31
40 =3 + 37 42=5+37 44=13+31 46=17+29 48=11+37 50=19+31
b)3+41;7+37;13 +31
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Mathe kann ich doch!

Primzahlent Kommentar:

a) Die Schulerinnen und Schuler sollten aus der Klasse 5 den Primzahlbegriff und die Primzahlen bis 40
kennen. Man kann den Begriff wiederholen und die Liste zunéchst aufschreiben lassen:

TV iv AV 6V iiV iiV i6V idoV 1iV 10V iiV i6V idV o0iV Y

b) Strategie: allddglichkeiten mit System durchgeheatas heildt hier: die Primzahlreihe einfach der

Reihe nach durchgehen und prifen, ob der ergdnzende Summand wieder eine Primzahl ist.

*Punktsymmetrisch:
Teile das Quadrat durch einen Streckenzug entls
der Gitterlinien in zwei Teile auf, die zum I I N
Mittelpunkt des Quadrates punktsymmetrisch sin
Farbe die beiden Teile unterschiedlich.
Lésungendie deckungsgleich sind (gleiche Form
und GroR3e haben}ollen als gleich geltenvgl. die
beiden gezeigten Beispiele.

Punktsymmetrischt Lésungen

Punktsymmetrischt Kommentar.

Dies ist eine selbstdifferenzierende Knobelaufgabe. bede jederkann auf eigenm Niveau ein
Erfolgserlebnis erreichehzum Zeichnen wird man sinnvollerweise das Arbeitsblatt mit vorgegebenen
4x4-Quadraten nutzen:

- eine LOsung finden - mehrere Lésungen finden - alles sechs Lésungen finden

- begriinden, dass man alle gefunden hat.

Beim Probieren kann man erkennen, dass der teilende Streckenzug punktsymmetrisch zur Quadratmitte
sein muss. Die Frage ist also: Wie kommt man also zur Quadratmitte, ohne den Rand oder den
bisherigen Streckenzug zu bertihren?

Ein darauf aufbauendes systematisches Vorgehen hangt jetzt nur noch vom Startpunkt ab. Hierflr gibt
es zwei Mdglichkeiten: eine Seitenmitte oder eine Mitte zwischen Seitenmitte und benachbartem
Eckpunkt.

*Quadratzahlen:

DerVierQuadratzahlersatz von LAGRANGHuULtet:

Jedenatirliche Zahkann als Summe von vi@uadratzahlergeschrieben werden.

Dieser Satz ist eine Steilvorlage fiir Ubungsaufgaben zu den Quadratzahlen und zum Kopfrechnen.
Schreibe 123; 456 und 666 als Summe von vier Quadratzahlen (die Auswahl an Ausgangszahlen ist
grenzenlos-).

Quadratzahlent Losung:
8+7P+F+P=64+49+9+1=123
200+ 6+ £+ 2=400+ 36 + 16 + 4 = 456
200+ 16+ 3+ 12=400+ 256 + 9 + 1 = 666
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Mathe kann ich doch!

Quadratzahlent Kommentar.
Im Bildungsplan 2016 fur die Klassen 5/6 steht: Die Schilerinnen und Schiler kdnnen die Quadratzahlen
von 2 bis 2¢ wiedergeben und erkennen (!).

** Richtig oder falsch?Begrindung oder Gegenbeispiel)

a) Immer wenn in einem Dreieck zwei Seiten gleich lang sind, dann hat es einen rechten Winkel.
b) Immer wenn ein Viereck vier rechte Winkel hat, dann ist es ein Quadrat.

c) Bei jedem Rechteck halbieren die Diagonalen die Eckwinkel.

d) Es gibkein Dreieck mit zwei rechten Winkeln.

e) Fur zwei natlrliche Zahlen a und b &inamer dasselbe wie®

Richtig oder falsc? tLosungn:

a) offensichtlich falsch geeignete Zeichnung

b) falsch; es kénnte auch ein Rechteck mit unterschiedlichen Seitenlédngen sein

c) falsch; man denke sich ein sehr langes und wenig breites Rechteck

d) richtig; die beiden freien Schenkel ware dann ja parallel, sie wirden sich nicht in einem Dreieckspunkt
schneiden

e) falsch; Gegenbeispiel 3 9 ist nicht 2= 8.

Richtig oder falsch t Kommentar:
Das ist eirbeliebtes Formakzur Durchdringung von Sachverhalten.

*Rollende Korper:

Ein Korper liegt auf einer Ebene und wird angestol3en.
a) Er rollt geradeaus.

b) Er rollt im Kreis.

Umwelchen Koérper kdnnte es sich handeln?

Rollende Korpert Losungen:
a) Ein Zylinder, eine Kugel
b) Ein Kegel, ein Kegelstumpf

*ROmische Zahlzeichen 1:

Die romischen Zahlzeichensind: =1 V=5 X=10 L=50 C=100 D=500 M =1000
(Eine mogliche Merkregdtch VerkaufeX Leuten ComicsDrei Mal)

Weitere Zahlen entstehen dadurch, dass man mehrere dieser Zeichen aneinanderfiigt.

Dabei sollen (hier) die folgenden Regeln gelten:

- Die verwendeten Zeichen werden der Grol3e nach aufgeschrieben (beginnend mit dem grof3ten) und
die zugehdorigen Werte addiert.

- Die Zeichen C, X und | stehen héchstens dreimal nebeneinander.

- Die Zeichen D, L und V stehen nicht mehrmals nebeneinander.

- Kommt im Zehnersystem die Ziffer 4 oder die Ziffer 9 vor, verwendet man jeweils eines der sechs
[SubtraktionsPaarg sonst nichtflV = 4;1X = 9;X1.= 40{X¢= 90:[CD= 400{CM= 900.

Man erkennt sie daran, dass hier ein Zahlzeichen links von einem groReren steht, hierbei wird das
kleinere vomgréReren abgezogen (es kann nur das jeweils nachstkleinere der Zeichen I, X oder C
subtrahiert werden).
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- Es gibt kein Zeichen fir die Nulllas braucht man hier auch nicht.

Beispiele:

8=5+1+1+1=VIII

32=10+10+10+1+1=XXXII

120= 100+ 10+10=C X X

346 = 100 + 100 + 1004+ 5+ 1=C AV |

1789 = 1000 + 500 + 100 + 100 + 50 + 10 + 10 49:6M D C C L X oK

a) Schreibe mit romischen Zahlzeicheh? 85 104 455 880 1001
b) Ubersetze zuriick ins Zehnersystem: X111 XXVI CCCcC CDIII
c) Welche Zahl ist méglicherweise gemetthessere. | C DVILIDL

Romische Zahlzeichen iLdsungen:
a)l7=10+5+1+1XVII
85=50+10+10+10+89 XXXV
104 =100 4=V
455 =400 + 50 6 =[CDL V
880=500+100+100+100+50+10+10+D@CCL XXX
1001 =1000 + 1 Ml

7 =1000 400 +{4d+ 5+ 1+ 1 MCMXILV I |
49l4]d = 1000 + 1000 + 1000 + 100@89 +4d +9=M M M M[CMXIIX
b) XI1140+1+1+1%3

XXVI120+10+5+126

CC C =400 + 100 + 100300

CDI11=400+ 1 + 1 + 1 403

DC 111500+ 100+ 1+ 1 + 1663
M[CMX1 = 1000 + 900 + 90 + 11891
c)IC=10a-= 99@ist kein mogliches Subtraktio#aar;
Verbesserunggd = 90 + 9 #d
DV D = 500 + 5006 = 995\VDist kein mégliches Subtraktiofaar;

Verbesserung9lds =900 +9d + 5 =[CM[xC| v

1947 4949
DCIII MCMX(

LIDL=50+ (50 +50 = 59@ ist kein mogliches Subtraktiof®aar, die Zeichen sind nicht der

GréRe nach aufgeschrieben; Verbesserufgld 5 500 490 +9 =DX¢]IX

Romische Zahlzeichen tKommentar:

Die Schilerinnen und Schil@uSkennen die rémischen Zahlzeichemahrscheinlich schoaus der
Klasse 5Je nachdem wird man zugiger oder weniger ziuigig vorgehen, evtl. sogar mit ¢c) beginnen.
Die Formulierung des Regelwerkes mithilfe der Subtrakifmasre (das kommt so in den Schulbiichern

nicht vor) zielt auf die Eindeutigkeit der Darstellung.
Sudnnen sich gegenseitig Aufgaben stellen.

RomscheZahlzeichen 2

Rechnungen mit romiscines Zol ] Z v I vv u v IX X u]$ "§E tledef Strichdiwv+,co P v~

oder V mit einem Holz.
Welches Holz muss man umlegen, damit die Rechnung stimmt?
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a) b) €)
XI tI =Xl X+IvV=V X+V ti=VI
d) e) f)

VI+VI=XII Xl tl=XV+VI Xtll=XV+VI

RomscheZahlzeichen 2t Losungen
a) b) ©)

X+ =Xl XtlvV=ViI X tVFI=ViI

d) (mehrere Mdoglichkeiten) e) (mehrere Moglichkeiten) f)

IV +VII= Xl Xt =XV tVl y+Iv =X

***Schachbrett:

Aus einem kleinen 4x8chachbrett mit 16 Feldern sind das linke
obere und das rechte untere E€leld herausgesagt (vgl. Abbildung
Wie kann man dieses mit rechteckigen Dominosteinen (diese det
immer zwei Felder ab) liickenlos und ohne Uberhang abdecken?

Schachbrettt Losung:

Das geht nicht. Ein Dominostein deckt immer gleichzeitig ein wei
und ein graues Feld ab.

Es gibt bei unserem ausgesagten Schachbrett aber acht graue ur
nur sechs weil3e Felder.

Schachbrettt Kommentar:
Strategie:Grundsatzliche Sachverhalbeim Ausprobierererkennen.

*Schatzfragen:

Wie viel wiegt das?

a) ein DIN-A4-Blatt normales Papier (= 80 gAn

b) das Schulbuch Lambacher Schweizer 6 (Klett 2016)

c) ein Packchen Papiertaschentiicher (10 Stiick, normale Grol3e)
dye]v 1 ! Dovl

Schétzfragent Losungen:
a)5g

b) 616 g

c)26¢g

d)85¢g

Schatzfragent Kommentar.

Eigren sich als Wettspietum Stundenabschlusé/er ambesten geschétzt habekommt einen

(kleinen) PreisWeitere Anregungen: Welchen Flacheninhalt hat die Tafel? Wie hoch ist das
Klassenzimmer? usw. (Ein Zollstock gehért sowieso zur Grundausrustung jeder Mathematiklehykraft
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** Spaghetti:

Mariamkocht Spaghetti Kochzeit funf MinuterMariam stehen zwei Sanduhren zur Verfiigung. Die
erste braucht genau vier Minuten, um ganz durchzulaufen, die zweitaudrei Minuten. Wie kann
Mariammit Hilfe dieser beiden Sanduhren declzeit abmessen?

Spaghettit Losungen:

Mariamsetzt die Spaghetti auf und lasst beide Sanduhren gleichzeitig laufen. WeriVidhet&n-
Sanduhr durchgelaufen ist, dreht sie sie um. Nach vier Minuten, wennMiauten-Sanduhr fertig ist,
dreht sie die 3Vlinuten-Sanduhr nochmal um urelfasstso noch die letzte Minute. Insgesamt hat sie
die Spaghetti dann 5 Minuten gekocht.

*Spiegelung(Die Aufgaben solle Ju <} &glfst werden.)
a) Spiegle ein Dreieck an seiner langsten Seite. Welche Gesamtfigur ergibt sich?
b) Spiegle ein rechtwinkligddreieck an seiner kiirzesten Seite. Welche Gesamtfigur ergibt sich?

Spiegelungt Lésungen:
a) Ein Drachenviereck
b) Ein gleichschenkliges Dreieck

ZASluws e

a) Eine Million hat neun Nullen.

b) 1 Meter sind 100 Millimeter.

c) 1 Ar sind 100 Quadratmeter.

d) 1 Liter sind 100 Kubikzentimeter.

e) Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenaund b ista - b.
f) Der Umfang eines Rechtecks mit den Seiten a und b ist a + b.

g) Null Komma neun plus null Komma zehn ist null Komma neunzehn.
h) EineTonne ist 1000 Gramm.

i) 1 plus 2 mal 3 plus 4 ist 5.

AS]uuBfrosungen:

a) falsch, 6 Nullen

b) falsch, 1000 Millimeter

c) richtig

d) falsch, es sind 1000 Kubikzentimeter

e) richtig

f) falsch, der Umfang berechnet sichzu 2 - (a + b)

g) eher falschwenn man null Komma zehn versteht als 0,10¢#&teben eine ungute Sprechweise
h) falsch, es sind 1000 Kilogramm

i) falsch, es ergibt sich 11 (Punkt vor Strich beachten!)

A§]uu®fKommentar:
Das ist eirbeliebtes Format zuReaktivierung von Wissen
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*Streichholzer 1: e — -
Nimm vier Streichhdlzer weg, s |
dass zwei Quadrate Ubrig —_—
bleiben. |

(Lésung: rechte Abbildung)

Lege drei Streichholzer um, so
dass nur noch drei Quadrate zu ' __ ' ___
sehen sind. | | |
(Lésungrechte Abbildung)

*Streichholzer 2: I — _|

*Streichholzer 3: -
Nimm funf Streichhoélzer weg, s | |
dass drei Quadrate Ubrig
bleiben. | | |
(Lésung: rechte Abbildung)

**Streichholzer 4: — —
Lege zwei Streichhdlzer um, so | | |
dass nur noch vier Quadrate zu
sehen sind. | | | | |
(Lésung: rechtébbildung)

Streichholzer 34 Kommentar:
Vergleicht man die Anzahl der vorhandenen Ho6lzer mit der Anzahl der zu bildenden Quadrate, so

El vvd uv]v oov A] E & 00 VvU ¢ (°Ei s+ Yu E 3 A] E ,,0l E cA
bedeutet, dass die Quadrate keine gemeinsamen Seiten haben dirfen.

**Summe:
Jonathan berechnet der Reihe nach die folgenden Summen

11
2 4

11 1 _

2 4 8
111 1 _

2 4 8 16
111 1 1 _
2 4 8 16 32
111 1 1 1
2 4 8 16 32 64

a) Rechne die Summen aus.
b) Wann hat Jonathan die Zahl 1 erreicht?
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Summet Losung: 164
“321164
a)l E:E 118
2 4 4 1116
111_7 112
2 4 8 8
1111_15
2 4 8 16 16 b
1111 1.3
2 4 8 16 32 32
1111 1 1_863
2 4 8 16 32 64 64

b) Er erreicht die Zahl 1 nie. Es fehlt zur 1 jeweils immer noch ei
der letzte Summand der jeweiligen Summe.

Man kann diese Situation wie in dabbildung gezeigt
veranschaulichen.

Summet Kommentar:

Voraussetzung igtierbei, dass dieschulerinnen und Schuler Briche addieren kénnen.

Das ist schon bemerkenswetes kommt immer noch etwas dazund doch wird die Zahl 1 nicht
erreicht oder gar Uberschritten.

*Teilbar 1:

a) Schreibe alle vierstelligen Zahlen aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 auf, die durch 4 teilbar sind.
b) Schreibe alle vierstelligen Zahlen aus den Ziffern 1; 2; 3 und 4 auf, die durch 9 teilbar sind.
c) Wie viele vierstelligen Zahlen mit den Ziffern 1; 2; 3 und 4 gibt es?

Teilbar 1t Lésungen:

a) 3412; 4312; 4132; 1432; 1324, 3124

b) Es gibt keine solchen Zahlen wegen der Quersummenregel fur die 9. Esist 1 + 2 + 3 + 4 = 10, die Zahl
10 ist nicht durch 9 teilbar.

c) Es sind 24 Stiick.

Ldsungsweg: Alle aufschreibémber mit System, damit man sicher sein kann, dass man alle hat.

Zum Beispiel der GroRRe nach:

Zuerst alle die mit 1 beginnen: 1234 1243 1324 1342 1423 1432

Dann die mit 2 beginnen: 2134 2143 2314 2341 2413 2431 usw.

Teilbar 1t Kommentar.
Zu c) An die Entwicklung der allgemeinen Erkenmtriiiemente kann man auf n! Arten anordnsin
hier nicht unbedingt gedacht.

*Teilbar2:

Setze fur..und tZiffern ein, sodass die Zahl 128678t
a) durch 5 und 9 teilbar ist

b) durch 4 und 9 teilbar ist

c) durch 2; 3; 4; 5 und 6 teilbar ist
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Teilba tLosungen
a)1238567%
b) 12P56784
c) 12315678)

**Viele Wege:
Wie viele Wege fiihren von A (links unten) nach B (rechts oben), wenn B
nur auf den Gitterlinien gehen darf und keine Umwege machen mochte

**\Viele Wege t Losung:

Ein Weg lasst sich beschreiben durch eine Folge aus funf Buchstaben
VEA E cEE-~EE s} E cZ™ ~(°E cZ} Z"+U |

uv P v g 1A Ju o cz” A}EI}uu v «}ooX

rrrhh; rrhrh; rrhhr;

rhrrh; rhrhr; rhhrr;

hrrrh; hrrhr; hrhrr;

hhrrr

Essind 10 Wege

Viele Weget Kommentar:
Strategie: alle Falle der Reihe naelf +3 u $]e ZU «}EP( 03]P puv I}vi v8E] ES ¢ E
Der kreative Akt bei den Schilerinnen und Schilern besteht hier aus dem Erfinden einer Systematik, z.B.
in der oben gezeigteArt.
Entre noust allgemein gilt:
/[ Z ] vl Zo @& u,Pe} Z&]&& ~Zgy , ] vVvi Zo E-4,PE]J&LBVU,}}Z]-3
die Anzahl der moglichen Wege gleich dem Binomialkoeffizier%eRnF| .

© 1
Begriindung: In einem (R+H)p % o «]v A}v v Z=, "§ oo v Z "§ oo v HeIpA Zo vU
AE vU ] °EPVAE v vvuldcz™® o P3sX

*Vier gleiche Teile:

Teile das 4xQuadrat entlang der Gitterlinien in
vier deckungsgleiche Teile (gleédhorm und
GroRRe). Farbe die vier gleichen Teile
unterschiedlich.

Ein Beispiel zeigt die Abbildung.

Vier gleiche Teilet Losungen
1 2 3 4 5
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Vier gleiche Teilet Kommentar.
Dies ist eine selbstdifferenzierende Knobelaufgabe. Alle koen&prechend dengigenan Niveau ein
Erfolgserlebnis erreiche@um Zeichnen wird man sinnvollerweise datt mit vorgegebenen 4x4
Quadraten nutzen:
- eine LOsung finden - mehrere Losungen finden - alle vier Lésungen finden
- begriinden, dass man alle gefunden hat.
: « @& A] E d Jo 3285 pue Al EloJvvyYpu ES3vX ] vizZo ]+ E
>P3uv E]Yu ES Jv Jv Z]Z pv (°P3 Jv A] ES « Z]vipU «} Z § u
} & cd™ ~APoX Jv v ]o uv Rdie BezeichNuriggnymitiBuchstaben sind der
jeweiligen Form des Vierlings nachempfunden).
Willmaneine3erZ ]Z A Gu ] vU ¢} P] 8§ « vu@E ]| D,Po] Zltiieser Ansatz~de } (
fuhrt nicht zu einer Losung.

*Viereckl:
Alle vier Seiten eines Vierecks sind gleich lang, es ist aber kein Quadrat. Kann das sein?

Viereckl - Lésung:
Ja, es ist eine Raute.

*Viereck2:
Die gegenulbeliegenden Seiten eines Vierecks sind parallel, es ist aber kein Rechteck. Kann das sein?

Viereck2 - Lésung:
Ja, es ist ein Parallelogramm.

*Vier Tochter:
Eine Mutter hat 4 T6échter. Jede Tochter hat einen Bruder. Wie viele Kinder hat die iMstiesamt?

Vier Téchter- Losung
Die Mutter hat funf Kinder, nadmlich vier Tochter und ei(i8ohn.

** \Waageprobleml.:

Auf einem Tisch liegetD Stapel zu jeweils 10 Schokoladentafeln. Alle Tafeln wiegen 100g mit
Ausnahme der Tafeln eines einzigen Stapels, die jeweils 110g wiegen.

Wie kann man durch eine einzige Wagung mit einer Anzefgaage den Stapel mit den besonderen
Tafelnsicherherausfinden?

Waageprobleml tLdsung:

Man nimmt vom 1. Stapel 1 Tafel, vom 2. Stapel 2 Tafeln usw. und legt alle 55 Tafeln zusammen auf die
Waage. Wirden alle Tafeln 100 g wiegen, wéare die Anzeige 5500 g.

Wenn die Anzeige 5510 g lautet, dann sind die :Iageln im 1. Stapel, denn auf der Waage liegt eine
davon.

Wenn die Anzeige 5520 g lautet, dann sind die :TI@fgin im 2. Stapel, denn auf der Waage liegen

zwei davon usw.
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** \Waageproblen2:
Von neun auf3erlich gleichen Kugetri U <1 ¥t geBau eine schwerer als die acht andern. Diese soll
sicherdurch zwei Wagungen mit einer Balkenwaage gefunderden.

Waageproblem 2t Lésung:

Lege K1, K2 und K3 auf die linke Seite der Balkenwaage, lege K4, K5 und K6 auf die rechte Seite. Jetzt
gibt es drei Mdglichkeiten:

- Links schwerer: die gesuchte Kugel ist K1, K2 odeEKBeite Wagung: links K1, rechts K&bei
Gleichgewicht ist K3 die gesuchte Kugel

- Rechts schwerer: die gesuchte Kugel ist K4, K5 odeExBeite Wagung: links K4, rechts KEbei
Gleichgewicht ist K6 die gesuchte Kugel

- Gleichgewicht: die gesuchte Kugel ist K7, K8 odefBg@veite Wagung: links K7, rechts KBbei
Gleichgewicht ist K9 die gesuchte Kugel

Waageproblem 2t Kommentar.

Man muss sich von der Idee verabschieden, die gesuchte Kugel eventuell schonmerstede/Nagng
benennen zu kdnnen. Hier geht es strategisch gesehen um ein schrittweises Eingrenzen der Lésung.
Ideal ware, wenn man das mit einer Balkenwaage real durchspielen kdnnte.

**Wie viele Dreiecke? A
EinRatselklassiker lautet:

Wie viele Dreiecke stecken in dieser Figur?

Im Internet wird die Schwierigkeit dieser Aufgabe
beschworen:

CEPE W Ee}v v ul]s Jvul/Y ° €& il
20 E ] | X~ heAX

Wie viele Dreiecke Losungen:

Wir notieren jeweils die drei Eckpunkte und sortieren
wegen des leichteren Abgleichetsmmer alphabetisch. |B C D E
ABC ABD ABE ACD ACE ADE (Dreieck ABE)
AFG AFH AFE AGH AGE AHE (Dreieck AFE)

AFl AFJ AFK AlJ AIK AJK (Dreieck AFK) G H

BEF CEG DEH (Dreieck EFB)

EFK FGI FHJ (Dreieck FKE) . . .
Es sind 24 Dreiecke. F J K

Wie viele Dreiecke* Kommentar:

Man kann ein Wettspiel (Wer findet am meisten Dreiecke?) edlee Teamarbeit daraus machen
(Finden wir gemeinsam alle Dreiecke?). Fir die Kommunikation liber gefundene Dreiecke ist die
vereinbarte Bezeichnung der Punkte (vgl. Abbildung) und die Notation (je drei Pualkteabetisch
sortiert) unabdingbar.

*Wiirfel: (Die Aufgaben solle Ju <} g®8lfst werden.)

27 gleiche Wirfel werden zu einem grofRen Wiirfel zusammengesetzt. Der grol3e Wrfel wird auf3en rot
angemdt.

a) Wie viele der 27 kleinen Wurfel sind zur Halfte rot angemalt?

b) Wie viele der Wiurfel haben zwei rote Quadrate?

c) Gibt einen ganzlich unbemalten Wirfel?
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Wiirfel tLésungen:
a) 8 Wiirfel
b) 12 Wiirfel
c) Ja, einen, den in der Mitte.

Wirfel t Kommentar:
Schilerinnen und Schiiler kdnnesitere solche Aufgaben erfinden, ggf. auch an einem 4xdi#fel.

*Wirfelnetze:
Bei Spielwirfeln mussen gegenuberliegenden Augenzahlen zusammen immer 7 ergeben. Prife, ob die
Woirfelnetze korrekt beschriftet sind.

4023 3|2 1]2 5|6 2 3
1 1| 4 3 2 4063 1]5
5 5 5|6 1 5 46
a)| 6 b)| 6 c)| 4 dy| 43 e)| 1 f)| 2
2 5 2 3
4 6|3 3 5 2
2 1 4
9|3 h) | 1 i) | 4 2|6 k) 6

*Wirfelnetze tLésungen
a); b); c)e); f); g); h) und i) sind korrekt beschriftet, d); j) und k) nicht.

** Wrfelturm:

Ape vv | vvEd Jv v e p ESE] | u]ld "%] 0A°E( ovX ] "%] o0A°E( ov 0]
ciPPve & &ciANpv ] ci®P PvVve E & corX

ANl e PSIpWS3S EWECEC>P E] %] cA°E( o up(Jvv EU pv 1A E -}U
t°E(o(o Zv ] Po]l]Zv pP viZov zZ vX vv ] ®*S p oo v Ev
Susanne schlief3t die Augen, Peter legt die drei Spielwirfel aufeinander und addiert. Als er fertig ist, sagt
Anue vv W c”?Jue o JuU ] ~puu Z 1" Y~t] Z21°8 1] "puu M t] c(uvIS]}Hy

Wirfelturm tLdsungen

Die Smme hei3t49, denn 3.(1+2+3+4+5+6)14 = 3-21t 14 =49. Jeder der drei Wirfel hat die
Augensumme 1+2+3+4+5+6 = 21. Der Trick ist, dass die vier nicht mitgez&hlten Flachen immer die
Summe 14 haben, denn (4+4)+(3+3) = (5+5)+(2+2) = (6+6)+(1+1) = 14.

Wirfelturm t Kommentar.

Man kann zum Einstieg den Zaubertrick mit den Schilerinnen und Schilern durchspielen.

Man kommt dem Trick beim Ausprobieren auf die Spur.

Strategie: Beginne einfach mit einem Beispiel.

Allgemein: Fir eine ungerade Anzahl von Wiirfeln n ist die Augensummet(n2l) - 7=14-n+ 7.
Fur eine gerade Anzahl von Wiurfeln n muss migmnach Augenzahl der aufeinander liegenden
Flachent eine Fallunterscheidung treffen.
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**Zeichnerisches Multiplizieren:
Wie I6st man die Multiplikationsaufgabe 32 - 14 durch e 32 14
] ZvuvP }Zv e clo-]we~Mu o
Wir betrachten die Abbildung rechts.

Man zeichnet die Zahl 32 so:
3 dicke™Parallelen und Zdiinne”Parallelen in einigem
Abstand davon von links oben nach rechts unten.

Man zeichnet die Zahl 14 so:

1 dicke”Gerade und 4diinne™Parallelen in einigem
Abstand davon von rechts oben nach links unten.
Jetzt zahlt man die Schnittpunkte:

0 N ZVv]S8S%opvIS - °yFvcXEBvBiner
iT=1TAi60 Ail =8 " Zv]33%uVvrs IAX ©°9mv¥E4 Zehneund 1 Ubertrag
PN Zv]88% puvIis- ] 17 i1 m ELWENderter

Ergebnis: 32 - 14448

a) Fuhre dieses Verfahren durfitr 45 - 23.

b) Gelingt dies auch fir 123 - 457

c) Oder sogar fur 234 - 3457

d) Vergleiche mit dem Verfahren der schriftlichen Multiplikation.

Zeichnerisches Multiplizierert Loésung:

a) 1035 b) 5535 c) 80730

d) Es ist genau dasselbe wie bei der schriftlichen Staffelrechnung HZE
3 Zehner mal 4 Einer ergibt 12 Zehner, das sind 2 Zehner und 1 Hunderter,| 14-32
3 Zehner mal Zehner ergibt Hunderter, zusammen sind es akdélnderter, |

2 Einer mal £iner ergib8 Bner und 2Einer mal Zehner ergibt Zehner, 42
zusammen alsd Zhner. 28
ve$ 00 e | Zo veU A] Al o Wpvlis ] cz Z§ --"4-148

Vv 3°CGo] Z  c<0o Jver]Au@®mA v VvX

Zeichnerisches Multiplizierert Kommentar:

Man kann(mit weiteren Beispielen, bitte nicht mehr als dreistellige Faktoeingé Doppelstunde mit

diesem Themdéillen, wenn man mochte . Anstellevon diinnen und dicken Strichen wird man

insbesondere bei dreistelligen Faktoreémit Farben arbeiten. Hier muss man schauen, dass man den

m €& o]l° E ] uduvP € Jviovvecz Z§ I~ ~]1vEMS+Zv EM ,
verliert.

Wenn der Uberblick gesichert ist, dann ist es unerheblich, ob man auf kariertem Papier und mit dem
Geodreieck arbeitet oder auch auf Konzeptpapier frei Hand.

**Zwei Liter:
Ein Wrfel mit der Kantenlange 10 cm hat das Volumen von genau 1 Liter (= 100 cm
Welches Volumen bekommt man bei der doppelten Kantenlange ¢n)®

Zwei Liter t Losung:
Damit bekommt man nicht das doppelte Volumen von 2 Liter, sondern 8 Liter (= 8600 cm

Zwei Liter t Kommentar:
K E]Jv & s & ve Z uo] ZuvP ~c<}% (P irkephssenih ¢elher’Ad0 em ii u
t°E( oM ]Jv & o]vle A}Ev pvsd vU Jv E E Z%« A}JEvV pvs vU Y
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Mkid 6-02 Klavier undLinsen m

Mathe kann ich doch!
Sachanalyse

BNRICARERMI(1901-:1954) ist ein italienischer Kernphysiker (1938 Nobelpreis), ideseinen Seminaren
gerne Aufgaben stellte, bei denen man gut schatzen kdnnen musste.

EineFERMtAufgabe scheint auf den ersten Blick unldsbar, ieigpielsweisénformationen fehlen oder
riesige Mengen betrachtet werden. Sie wird lésbar durch Zerlggkleinere Probleme und durch
Abschaten fehlender Informationen.

Die Zerlegung in kleinere Probleme ist eine weit Ud@RMtAufgaben hinausgehende tragfahige
Strategie, die das zentrale Ziel der Stunde darstellt.

Wie vieleFachkraftelebenin Chicagodie beruflich Klaviere stimmenR
Im Unterricht sollte man die Zahlemerwenden, die die Schilerinnen und Schi&r$angeben Dieim
FolgendernverwendetenZahlen stammen aus Wikipedia (leicht angepasst).

Annahmen:
x In Chicago leben rund 3 Million&ersonen
Pro Haushalt nehmen wir durchschnittlich 2 Personen an.
Ungefahr in jedem zwanzigsten Hauslsadtht ein Klavier, das regelmaRig gestimmt wird.
Klaviere sollten einmal pro Jahr gestimmt werden
Es dauert etwa zwei Stunden, ein Klavier zu stimnmidysive Fahrzeit.
Eire Fachkraft die beruflich Klaviere stimmiat einen 8StundenTag, eine SfageWoche und
arbeitet 40 Wochen pro Jahr.

X X X X X

Daraus ergibt sich die Zahl der pro Jahr zu stimmenden Klaviere in Chicago:
(3.000.00CPersonen/ (2 Personen pro Haushalt) x (1 Klayi2g® Haushalte) xLfmal Stimmen
pro Klavier und Jahr) = 75.0@al muss in Chicago pro Jahr ein Klavier gestimmt werden.

Eire Fachkraftkann folgende Arbeit bewéltigen:
(40 Wochen pro Jahr) x (5 Tage pro Woche) x (8 Stunden pro Tag) / (2 Stunden pro Klavier) =
800 Klaviere kansiepro Jahr stimmen.

Demnach mussteetwa 100solcheFachkréaftan Chicag@rbeiten

Wie viele Linsen sind in einem 500g Pakeithalten?

Es gibt verschiedene Ansatze:

1. Man macht ungefahgleich grof3e Haufen, zahlt die Anzahl der Linsen in einem Haufen und
multipliziert mit der Anzahl der Haufen.

2.Man wiegt 10 g Linsen ab und z&kite viele das sind.

3. Man nimmt das Paket als Quader an und z&hlt, wie viele LinseQeiaderLange, einuader
Breite, eineQuaderHbheausmachen

(Mit dieser Modellannahme wird man die tatsachliche Anzahl der Linsen wohl unterschatzbe, da
Linsen in der Packung ungeordnet und damit enger liegen.)
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Mkid 6-02 Klavier undLinsen m

Mathe kann ich doch!

DidaktischerKkommentaf

Diese Stunde steht am Anfang des Kurses. Man kann voraussetzen, dass die Zielgruppe mit einem
schwachen Selbstbild in diesen Kurs kommt. Deshalb wére es glnstig, mitléinierrichtsgesprach zu
beginnen.

Fur ein deutliches Kompetenzerleben muss die zu bearbeitende Aufgabe als sehr schwierig beschrieben
werden. r Hinweis"FErRMiwar Nobelpreistragel und die Begriffé Studentnnen und Studenteh

"besonders schwierige Aufgaben" sollen das verdeutlichen und missen entsprechend betont werden.
Gleichzeitig soll aber unbedingt auch die Machbarkeit herausgestrichen werden, wenn man nur die
richtige Strategie hat.

Strategien zur Lésung schwieriger mathematischer Probleme sind das Ziel dieses Kurses. Es zeigt sich,
auchNobelpreistrager wieFERMIkochennur mit Wasser und WIR kénnen da durchaus mithalten.

Diese Uberlegungen sollten am Anfang der Stunde stehen und einen Spannungsbogen (iber die ganze
Stunde bilden. Nach der gemeinsamen LésungkdagerProblems lassen wir digchilerinnen und
Schiler u$bei den Linsen ein erstes Mal allein auf ein solches Problem los. Die Lehrkraft sollte hier
Zuversicht vermitteln.

Auch bei deder Ldsung des Klavi®roblemssollten die Susnbedingteinbezogen werden.
Schatzungen und Annahmen sollten diskutiert und strategisch bewertet werden, indem man mit
kleineren Zahlen arbeitet. Man kdnnte z.B. mit Google rsdthen Fachkrafteim Stadtteil suchen und
zur Einwohnerzahl in Beziehung stellen. Man kdierSuS, die ein Klavier Hause habenfragen wie

oft das gestimmt wird und ob sie wissen, wie langedtachkraftn der Regel daraarbeitet

Bitte lieberdie von den SuS vorgeschlagengyf.etwas abweichende t Werte verwenden als diese
zur Musterldsundpin korrigieren, die ja auch auf unbewiesenen Annahmen beruht.

Bei der Linsenaufgabe sollten die SuS selbst Losungsstrategien entwickeln. Wenn keine Ideen kommen,
dann kann marsolcheaus derKlavierAufgabe ableiten.

Wie sind wir dazu gekommen, wie viele Klaviere es in Chicago wohl gibt?

Die Strategie ist die Zerlegung in Teilprobleme, bzw. die Reduktiohrdahlen.

Bei der Ergebnissicherung sollte man zeigen, dass die GréRenordnung aller Ergebnisse libereinstimmt, es
nicht sinnvoll ist'auf die Linse genau" rechnem wollen

Gunstig ware, wenn man schon wahrend @eanarbeit durch Impulseu verstehen gihtdassn einer
500gPackung sehr sehy viele Linsen sind

Alternativ kann man auch eine falsche Annahme thematisieren.

Aber VorsichtKeine Frustration erzeugen, sondern das Gute an der Annahme herausheben.
Fingerspitzengefuhl!!!

DieSuskdnnten daKlavierProblemzuHausevorrechnen.
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Mkid 6-02 Klavier undLinsen m

Mathe kann ich doch!
Tafelanschriep

Wie viele Linsernthaltein 500g Paket? FermiAufgaben Wie lange braucht e Fachkraftir
Ideen: Enrico Fermieinitalienischer Nobelpreistragestellte besonders schwierige | ein Klavier? 2 h
- Haufen machen Aufgaben, z.B. Wie viele Klaviere stimmt egn

- Zahlen wie vieleLinsen zusammen | Wie viele Fachkrafte, die beruflich Klaviere stimmen, gibt es in Chicago? | Fachkraftam Tag? 4

10g wiegen Losung: Wie viele Tage arbeitetieim Jahr?
Wie vielePersonen wohnen i€hicago? 3 Mio 200

Ergebnis: In einem 5008aket Linsen | Wie vieleKlaviere gibt es in Chicago?.0G0 Ergebnis: In Chicageben Ysolche

e]Jv uvP ( ZE Y >]ve vX | Wie oft muss ein Klavier gestimmt werdenal im Jahr Fachkrafte

Mkid 6-02 Klavier undLinsen Tafelanschrieb SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | VectorStiftung
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Mathe kann ich doch!

erlaufspla

Aunr Y N Z%0 E]Jvv v pv N Z°0 E
Y Jvio & |8 inenYzw Paitier @& 3

Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!

Fur eine 45 MinStunde wird man evtl. die Klavidwfgabe nur vorfihren.

Fur eine 90 MinStunde kann man noch weitere Aufgaben anfligen.

>Y >ZE E]v 1AX > ZE &

& hyY (EPv v3A] Il ov

Phase / Zeit L/ SuS Medien

1. Einstieg L beschreibFerMtAufgaben. Wer waBNRICA-ERMP Tafel

FEU Was ist eindERMtAUfgabé& evtl. Bild aus

5 Min. Das historisch&lavierProblem, wie viele Fachkrafte in | Wikipedia
Chicago von Klavierstimmen leben.

2. Erarbefung Lésung des Klavidiroblems im Unterrichtsgesprach un( Tafel:

FEU an der Tafel. Sammlung der
15 Min. Strategie: Schwierigkeit reduzieren. Fakten
Fragen: Wie viele aus der Klasse haben zu Hause ein
Klavier? Daraus Schatzung, wie viele Haushalte haber
Klavier, wenn in Chicago 3 Mersonen wohnen
Wie lange braucht mamum ein Klavier zu stimmen?
Wie viele Klaviere stimmt e&rFachkrafiam Tag / im
Jahr?
Wie oft muss ein Klavier gestimmt werden?
3. Ergebnis SuS rechnen aus den Fakten an der Tafel die Anzahl ¢ Heft
EA Fachkraftein Chicagaus
5 Min.
4. Ergebnissicherung | Vergleich deErgebnisse und der gemachten Annahme
FEU Bewertung der Ergebnisse.
10 Min.
5. Neues Problem Wie viele Linsen sind in einem 500 g Paket enthalten?| Tafel

FEU

Verteilung der Pakete. Bereitstellung von Waagen.

Linsen, Waage

5 Min.

6. Erarbeitung SuS bestimmen die Anzahl. Mégliche Losunggn Linsen,

PA Sachanalyse. Waage, Heft
15 Min.

7. Ergebnissicherung | Vergleich der Ergebnisse und der Methoden. Tafel

FEU
10 Min.

Reflexion Uber die Vorgehensweise. Zerlegung in klein
Probleme. Parallelen zuilavierProblem.

8. optional
weitere Aufgaben

Wie viele Gummibarchen passen ins Klassenzimmer?
Wie viele Blatter hat ein Baum?
Wie viele Grashalme wachsen auf einem Ful3ballfeld?

Mkid 602 Klavier und.insen Verlaufsplan
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me |

Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Sachanalyse:

Wie bereits n der ersten Stunde zu deFERmtAufgabenist das Zerlegen eines grof3en Problems in
kleinere Teilprobleme die entscheidende Ségie der Stunde.

X Wie vieleKilogrammoder Tonnen Bonbons werden beim Rosenmontagszug in Koln geworfen?
X Wie viele Bonbons wirdest du vermutlich erhalten, wenn du beim Rosenmontagszug am
StraRenrand stehen wirdest?

Annahmen:
x Von 78 Wagen werden Bonbons geworfen.
Auf jedem Wagen werfen 15 Personen Bonbons.
Sie werfen nal pro Minute Bonbons.
Der Rosenmontagszug dauert 4 Stunden.
Pro Wurf werden im Durchschnitt Zbonbons geworfen.
Ein Bonbon wiegt 5 g.
1,2 MillionenGéastebesuchen den Rosenmontagszug.

X X X X X X

Daraus ergibt sich fiir das Gewicht der geworfenen Bonbons:

(78 Wagen) x (15 Personen pro Wagen)-mébwerfen pro Minute) x (4 60 Minuten) x
(20 Bonbons prapE (e ? ~fi ' uu % &} }v }ve A idi 611 IP }v }ve C i01

Anzahl der Bonbons, die east deskosenmontagszisgm Durchschnitt erhalt:

(78 Wagen) x (15 Personen pro Wagerg-mélwerfen pro Minute) x (4x 60 Minuten)
x (20 Bonbons pro Wurf) = 28 080 000 Bonbons  werden geworfen.

Anzahl der Bonbons pi@ast 28 080 00Bonbons 1 2000 000Gaste= 23,4.
Wenn jederGastgleich viele Bonbons auffangt, misste jeder ca. 23 Bonbons bekommen.

c >, L \eman Angaben im Internet)

150 Tonnen Bonbons/SiRigkeiten,
(weiterhin werden geworfen: Gber 700.000 Tafeln Schokolade, Uber 220.000 Schachteln
Pralinen, tber 300.000 kleine Blumenstraul3e, Tausende Stoffpuppen)

x Kann eine Menschenkette aus allépasten des Rosenmontagszugiss Gebiet der Stadt Koln
umfasser?

Vorgehensweise:

1. Stadtrand der Stadt Koln auf der Landkarte mit einer Schnur umlegen und damit Umfang auf der
Karte bestimmen.

2. Mit Hilfe des Mal3stabes den Umfang auf der Karte in den tats&chlichen Uonfaeghnen.

3. Spannweite einer Person ausmessen.

4.Lange der Menschenkette all&ésteberechnenund mit dem Umfang Kélns vergleichen

Material:
- Bonbons - Waagen (aus Physi&der Chemiesammlung)
- Kopie Landkarte Regid€bin bzwAtlanten - Schnur - Meterstab.
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Mkid 6-03 Bonbons
me |

Mathe kann ich doch!

DidaktischerKkommentaf

Dieses Them#éann auchin der letzten Stunde vor den Faschingsferien unterrichtet werden. Allein die
Themenstellung und die Frage, wer den Rosenmontagsumzug aus dem Fernsehen kennt oder sogar
bereits dort war, motivieren di&chulerinnen und Schiles{$in hohem Malie.

Den SusS singrRmtAufgaben bereits aus der ersten MKidunde bekannt. Sie sollten sich also an die
Herangehensweise bEERMtAUfgaben erinnern kénnen: Das Problem wird in Teilprobleme zerlegt,
indem nach Fakten gesucht wird, die letztendlich zur BeantwortungstawAufgabe nétig sind.

/u ' P ve §lLlips@FerRMt H(P  ~ ¢}Joo v ] ~p”r ipv Ze3 [P ve3 v [P Jv '"Eu%
4 SuS) Uberlegen, welche Fragen zum Lésen der Aufgabe beantwortet werden muissen. Prinzipiell ist es
denkbar, dass die SUSA] v  E DigewFERmt U (P Ao ] v,5]PS§ v vP v « Z 3]
Da es SuS oft schwerfallt, wichtige von unwichtigen Angaben zu unterscheiden, wird hier die Folie

Ce Zo vu § E] 0 Z}+ vu}vsd PeluP” p(P o PEX e ]ZE +}oo v ] ~pu~ (°E
herauslesenZudem wird Uberlegt, wie noch fehlende Angaben ermittelt werden konbDas:Gewicht

eines Bonbons wird durch Wiegen ermittéitie viele Bonbons durchschnittlich in eine Hand passen

AlE pe% E} ] ES Y

Beim Vergleich der Ergebnisse solltka Wertealler Lésungen geschatzt werderdie Grol3enordnung

aller Ergebnisse wird in etwa Ubereinstimmen. Es ist wichtig zu thematisieren, wie die Unterschiede in

den Ergebnissen zustande kommen: unterschiedliche Losungswege, Unterschiede beim Abschatzen von
AngabenY. Es bleibt der Lehrkraft Gberlassen, ob sie den SuS die im Internet genannte

c>,*uvP* A EE § v u, Z8 X ~ Zo] "0] Z 18 v] Z58 1 A 1§ > epvP E I
sondern die Strategie zundsen der Aufgabe. Natlrlich kann auch ein Preis vergeben werdeagir

beste Schatzergebnis der Bonbonmenge #@mmdenanfang

ve Zo] " v AJE ] cD v&ZEVP 33 VE ][5 EX ] ~ur EZ os v Z] Elp ]\
KdlnerStadtplans sowie eine Schnur. Alterndtann manin der Geographi&sammlung Atlanten
ausleihen. Die SuS missten dabei selbst eine geeignete Karte im Atlas aussuchen und dort die
Stadtgrenzen von Kdln abschatzen. Die Losungsstrategie sollen die SuS nun selbst entividHitie:
einer Schnur missen sie den Umfang der Stadt Kéln bestimmen. Gleichzeitig wiederholen sie hier (aus
Geographie bekannte) Umrextingen mit einem Mal3stab. Vermutlich werden die SuS hierbei
vereinzelt Hilfestellungen durch die Lehrkraft brauchen.

Um die Problemldsefahigkeiten der SuS auszubauen, wird am Ende der Stunde die Vorgehensweise
beim Losen der Aufgaben reflektieur Steigerung der Motivation werdelie mitgebrachten Bonbons
unter allen SuS aufgeteilt.

In 90Minuten-Stunden kénnen noch weitefiEERMtAufgaben bearbeitet werden. Besonderen Spaf3
finden die SuS, wenn sie sich diese selbst ausdenken.
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Mathe kann ich doch!

E <,0v E Z}+ vulvs PelpP

Wie vieleKilogrammoder Tonnen Bonbons werden beim
Rosenmontagsumzug in Koln geworfen?

Wie viele Bonbons wirdest du erhalten, wenn du am
Stral3enrand des Rosenmontagszugs stehen wurdest?

Pufferaufgabe:

Angenommen, alle Gaste des Rosenmontagsumzugs bilden eine
Menschenkette.
Konnte diese Kette das Gebiet der Stadt Kdln umfassen?
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Mkid 6-03 Bonbons
me |

Mathe kann ich doch!

"Zahlenmaterial"

E <,0v E Z}s vu}vs PeipuP

Zeitdauer des Zuges: 4 Stunden
Lange des Zuges: ca. 7 km
Wegstrecke: ca. 6,5 km

Kutschen, Festind Prunkwagern®9
Bagagewagen (diese fihren das Wurfmaterial mi#)8

Teilnehmende aus Karnevalsvereinég: 200

Musikkapellen: 124
Pferde: 440
Gaste: ca. 1,2 Millionen

Personen, die in K&ln wohnen: ca. 1 024 000
Personen, die im GrofSraum Koln wohnen: dslilRonen

Flache von Ko6ln: ca. 405%m

Quelle http://www.koelnerkarneval.de/karnevalszuege/rosenmontagszugfmgahlentivww.wikipedia.de
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Mathe kann ich doch!

477
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Quelle:
https://www.google.de/maps/place/K%C3%B6In/@50.950822,6.8968541,10.25z/data=!4m5!3m4!11s0x47bf25916
9ab2fe5:0x42760fc4a2a77f0!8m2!3d50.937531!4d6.9602(A&Bufdatum: 21.03.2020)
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Mathe kann ich doch!
Tafelanghrieb

Die Menschenkette Der Kélner Rosenmontagszug Wie viel wiegt ein Bonbon?
Kann eine Menschenketteler Gaste | wie vieleKilogrammoder Tonnen Bonbons werden beim Wie vieleGastehat der
desKdlner Rosenmontagszugeas Rosenmontagszug in K6In geworfen? Rosenmontagsumzug?

Gebiet der Stadt K6In umspannen Wie viele Bonbons wirdest du vermutlich erhalten, wenn

du beimRosenmontagszug am StralRenrand stehen wirdest? Rechnung:

Vorgehensweise:

Umfang des Stadtgebietes auf - Ergebnis: Y dlvv v }v }ve A

Landkarte bestimmen und mit Maf3sta Bendtigte Angaben: =Taennis:

umrechnen Von wie vielen Wagen werden Bonbons geworfen? 78 geworfen.

Spannweite einer Person messen. | Wie viele Personen werfen auf so einem Wagen Bonbons? Y Im Durchschnitt erhaleder Gast ..
Wie lange dauert der Umzug? Bonbons.

Rechnung: Wie oft wirft eine Person wahrend des Umzugs Bonbons?

Wie viele Bonbons wirft eine Person pro Wurf?

Egebnis:

Mkid 6-03 Bonbons Tafelanschrieb SeminalAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
In einer 45 Min-Stunde wird man nur die Bonbekufgabe bearbeiten.
In einer 90 Min-Stunde kann man noch weiteFERMtAufgabenunterbringen

Y "Ep%e% v E

Phase / Zeit L/ SuS Medien
1. Einstieg Anknupfung an Erfahrungen der SusS: Evtl. Bild aus
FEU Wer geht zu einenfraschingsumzug? Wer kennt den Kolij Internet zun
7 Min. Rosenmontagszug? Rosen
montagszug
L Wie vieleKilogrammoder Tonnen Bonbons werden bein FolieFragen
KélnerRosenmontagszug geworfen? Tafel
Wie viele Bonbons wiirdest du vermutlich erhalten, wenr,
beim Rosenmontagszug am Stral3enrand stehérdest?
Schéatzung: Wie viele kg Bonbons werden dort wohl
geworfen?
Anknupfen an Vorerfahrungelasist eineFERMtAUfgabe.
AEWie sind wir an friher€ermtAufgaben
herangegangen?
2. Erarbeitung 1 SusS uberlegen in Gruppen Fragen, die zum Bearbeiten
GA Aufgabe beantwortet werden miissen:
5 Min. - Von wie vielen Wagen werden Bonbons geworfen?
- Wie viele Personen werfen auf so einem Wagen Bonhd
Wie lange dauert dedmzug?...
3. Ergebnis 1 Fragen der SuS werden an Tafel festgehalten und wenn| Tafel:
FEBJ mdoglich mit Hilfe der Foliahlenmateriabeantwortet. Sammlung der
8 Min. Fakten
Wie kdnnen wir d@ noch fehlenden Angaben herdimslen? | FolieZahlen
/Ez.B. mit Waage, um Gewicht eines Bonbonermuitteln | material
4. Erarbeitung 2 SuS ermitteln fehlendBaten(z.B. Gewicht eines Bonbong Bonbons,
PA bzw. GA vi Zo & IV }ve % E} tuE(Y- Waage
10 Min. SuS berechnen Gewicht der geworfenen Bonbons und | Heft
Anzahl der erhaltenen Bonbons pro Besucher.
Puffer fur schnelle Gruppen:
SusS uberlegen, welche Angaben fur die Pufferfrage
(Menschenkette der Besucher) notwendig sind.

Mkid 603 Bonbons VerlaufsplarSeitel von 2
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Mathe kann ich doch!

5. Ergebnis 2
FEU
10 Min.

Vergleich der Ergebnisse und der gemachten Annahmel
Bewertung der Ergebnisse
s EPo ] Z ul]S @& c>,*uvP”™ ~ifli d}vV

weitere Aufgaben

Jahr gegessen?

Wie viele Kilogramm Bonbons passen ins Klassenzimmg
Y

Oder auch von den SuS selbst ausgedachte Aufgaben

A1l ZuvP v A}Jv & c>,*uvP” v§e3 \
6. Neues Problem | Kann eine Menschenkette aus allerGasten des| Tafel
FEU Rosenmontagszugs das Gebiet der Stadt Koliassar? Schnire,
5 Min. FolieKarte
Welche Angaben bendtigen wir? (alternativ
Atlanten)
Verteilen von Schniren, Kopie von Stadtplanen der Staq Meterstiabe
Koln
7. Erarbeitung Sldsen Aufgabe Heft
PA
10 Min.
8. Ergebnis Vergleich der Ergebnisse und der Methoden. Tafel
FEU t e MS S ¢ WE Z+ Zv]sSsSo] Z i1 }v }
5 Min. - Reflexion uber die Vorgehensweise
- Zerlegung in kleinere Probleme
- Parallelen zur BonbeAufgabe
9. optional Wie viele Bonbons werden in (am Ort der Schule) pro

Mkid 603 Bonbons Verlaufsplan Seit2 von 2
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Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Sachanalyse und didaktische Reduktion:

Fur de Berechnung der Endziffer eines Produkts genlgtliesEndziffern der Faktoren zu

multiplizieren. Das kann man sehr leicht erkennen, wenn man eine schriftliche Multiplikation durchfihrt
und die Endziffern jeweils rot markiert.

Da es nur endlich viele Endziffern gibt, missen diese sich wiederholen. Dies erkennt man, wenn
man beispielsweise die Potenzéh 72, 7,74, 7Y (s ZE& ] $X

Mit dieser Periode lasst sich die Endziffer véti'#?2"bestimmen.

Mathematisch geht das Uber Kongruenzrechnung. In unserem Beispiel kann man das didaktisch so

reduzieren, dass man sich eine Viererzahl in der Nahe der Jahreszahl sucht und dann von der

zugehorigen Endziffer ausgehend bis zur Jahreszahl abzahilt.

Als Erweiterung erkennt man, dass nur endlich viele Beispiele untersucht werden missen
Basis hat Endziffer 012 3 4 5 (6|7 8 9
Endziffern der Potenz| 0 | 11]2,4,8,6(3,9,7,114,6 |5 [{6|7,9,3,1|8,42,6|9,1

Es gibt also abgesehen von den trivialen Fallen nur die Periode 2 oder 4.

Ziele:

- erkennen, dass man schwierige Aufgaben durch Anwenduaiggrseller Problemldsestrategien
|6sen kann

- die Problemltsestrategievereinfachensystematisch vorgeheand genau beobachten
kennenlernen und erproben

- Kongruenzrechnung auf einem sehr einfachen Niveau intuitiv erleben

- Kompetenzerleben

Material:

- keine Materialien
- Arbeit ander Tafel und im Heft
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Mkid 6-04 Endziffern
me |

Mathe kann ich doch!

DidaktischerKommentaf

Die Aufgabe ist im Hinblick auf das Kompetenzerlebersdaiilerinnen und Schile®{$ besonders gut
geeignet, weil sie auf den ersten Blick sehr schwierig zu sein scheint und trotzdem mithilfe geeigneter
Probleml6sestrategien l6sbar ist.

Deshalb ist es wichtig, in derdiivationsphase den hohen Schwierigkeitsgrad der Aufgabe
herauszuarbeiten. Der Landeswettbewerb Mathematik richtet sich an begabtdesi®ssen’ bis 9.

Wer solche Aufgaben l6sen kann, zahlt also zur Zielgruppe des Wettbewerbs!

Bei der Formulierung der Problemldsestrategien sind folgérelgleichegeeignet:

Strategievereinfachen

Wenn du Uber eine 2 m hohe Latte springen willst, dann kannst du dasyaD@ersuchen und die Latte
jedes Mal reiRenDas isfrustrierend.

Hochspringgnnenbzw. Hochspringegehen anders vor.

Sie beginnen mit einer 1 m hohen Latte und steigern die Hohe langsam. Dasrfalgteicherzum Ziel,
weil man seine Technik dabei immer weiter verbessert.

Strategiesystematisch vorgehen
Beim Hochspringen kdnnte man die Lagthliellich aul,2 m dannauf1,5m und danrauf1,7 m hoch
legen. Ist das sinnvoll?

Strategiegut beobachten
Obbei einem Hochsprundie Lattegerissen wirdbder nicht,dafiir gibt es Griindedie mangenau
beobachtermuss

Die SuS erarbeiten das Problem in zwei Schritten. Zuerst werden systematisch die Shetbeneen
aufgeschrieben, bis die Wiederholung erkannt wird. Beim Berechnen der Endziffer stellt man fest, dass
man nur die Endziffern der Faktoren berechnen mussbegiite Erkenntnisse sind Farben und sauberes
ausftihrliches Aufschreiben enorm hilfreich. Das sollte auch die erste Hilfe diertkhrkraftsein.

Wenn erste Erkenntnisse vorliegen (Think) tauschen sich zwei aus (Pair) und fassen es dann in einer
Gruppe o@r im Plenum so zusammen, dass die anderen es verstehen kénnen. Am Schluss wird das
Ergebnisan der Tafel gesichert.

In der zweiten Erarbeitungsphase der SuS muss nun noch erkannt werdejed#agerteSiebener
Potenzdieselbe Endziffer haHilfestellungen(als Impuls an geeigneter Stelle)

Zum Beispiel?* AY;i 7BAY;i 72 AY;iusw.

Welche Eigenschaft haben die Hochzahlen?

Wie ist das mit der Hochzahl 20007?

Am Ende muss das Ergebnis gefeiert werdede Erkenntni&annnicht genug gelobt werden!
Sicherheit im Verfahren erhalten die SuS durch die Wiederholung bzw. Erweitkratgihnliche

Aufgaben.
Insgesamt sollen die Strategien in spateren Stunden aufgegriffen werden.
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Mkid 6-04 Endziffern

Tafelanschriep

me)

Mathe kann ich doch!

=7

72=49

73=343 Nebenechnung:343 7 = 244
Beobachtung: Fir die letzte Ziffer ist imme
nur das Produkt aus letzter Ziffer und 7
verantwortlich3 7=21

A Yi

A YO

A YD

77A YT

TBAYIQ

Endziffern
Probleml6sestrategien

Wie lautet die letzte Ziffer vord®"?

Die StrategieVEREINFACHEN
Beginne mit etwas Leichtem.

Die StrategieSYSTEMATISCH VORGEHEN
z.B. schrittweise steigerjedenfalls nicht wild
durcheinander

Die StrategieGUT BEOBACHTEN
Was funktioniert, was nicht, woran liegt es?

Hochzahl 12356 789 10 1112
Endziffer 7937931793 1

Ergebnis: Ist die Hochzahl durch 4 teilbar, dann ist die
Endziffer 1, also?% A und somit 7° A %

Mkid 6-04 Endziffern Tafelanschrieb
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Mkid 6-04 Endziffern
me |

Mathe kann ich doch!
erlaufspla

Aun Y N Z°%0 EJvv VvV pv N Z°%0 E >Y >ZE E]Jv IAX > ZE E

Y Jvio & |3 inenYzw PaEtier @& |3 & hy (EPv v3A] Il ov

Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verflgung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlauf 5. und 6. Phase kurzhalten oder
weglassen.

Phase / Zeit L/ SuS Medien
1. Problemstellung | Lberichtetvom Landeswettbewerb Mathemat{kWM)

und Motivation und dessen Zielen

FEU L stellt das Problem vor: Tafel

5 Min. Wie lautet die letzte Ziffer von??™? (Aufgabe des LWM)

L Warum ist das eine schwierige Aufgabe?
Warum kann man die Aufgabe nicht mit dem
Taschenrechner [6sen?

2. Erarbeitung | Tafel: Die Strategieereinfachen Tafel
FEU L Wie kdnnte man diese Strategie auf unser Problem
15 Min. anwenden?

Erwartete Antworten: 7, 72, 71°

Tafel: Die Strategisystematisch vorgehen
L Wie schreibst du die Siebener Potenzen auf?
Erwartete Antwort: 7= 7 72= 49 7° = 343 usw.

Tafel: Die Strategigut beobachten

Wenn du letzte Ziffern ausrechnest, dann solltest du gut
beobachten, ob du irgendwelche Methoden findest, wie
das besonders einfach geht.

3. Erarbeitung Il SusS erarbeiten mit den neuen Strategien erste Ergebnis| Heft
ThinkPairShare

10 Min.

4. Sicherung und L fasst an defafeldie Ergebnisse zusammen. Tafel / Heft
Reflexion (Tafelanschrieb linke Tafel)

FEU bis den 8Sdie Wiederholung auffallt.

10 Min.

5. Problemldsung | Arbeitsauftrag Konnt ihr jetzt herausfinden, wie die letztg Heft
EA/PA Ziffer von 7°Y lautet?

15 Min. Wendet evtl. weder eineder gelernten Strategien an.

6. Sicherung Tafelanschrieb Ergebnis Tafel / Heft
5 Min.

7. Puffer Aufgaben: Heft

1. Wie lautet die Bdziffer von 7°00?

2. Wie lautet die Endziffer vorr®"?

3. Wie lautet die Endziffer vorr%"?

4. \Wie lautet dieEndziffer von &2

Richtig schwierig: Kann man die Strategien bei jeder
Aufgabe "Wie lautet die Endziffer von einer beliebigen
Potenz" anwenden?

Mkid 604 Endziffern Verlaufsplan SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mkid 6-05 27-Karten-Trick m

Mathe kann ich doch!
Beschreibung

Im Folgendn wird der Trick mit 27 Spielkarten einmal aus der Sichii¢gspielersMiguelund
anschliel3end aus der Sicht der KariEauberinZazie beschrieben.

Miguel:

Zazie macht mit mir einen Zaubertrick mit Karten.
Da bin ich mal gespannt. Sie zeigt mir 27 Kaftgh
Abbildung rechts)ich soll mir eine davon merken,
aberihr nicht sagen, welche. Ojetzt unter unsjch
habe mir das HerAss gemerkt.

Zaziemachtdie Karten zu einem Stapel zusammen,
die Kartenrlickseiten sind jetzt oben. Zazie nimmt d
Reihe nach von oben eine Karte, deckt sie auf und
sie nacheinander in drei Stapeln aus.

Die erste Karte (Het®6nig) auf den linken Stapel, die zweite
Karte (PikAcht) auf den mittleren Stapel, die dritte Karte (KreL
Bube) auf den rechten Stapel, die vierte Karte (Hzame)
wieder auf den linken Stapel, die flinfte Karte (H8ehn) wieder
auf den mittleren Stapefvgl. Abbildung rechts)nd so weiter bis
alle 27 Karten in einem der drei Stapel liegen. Mein Haxz
liegt jetzt auf dem linken Stapel ganz oben. Zazie fragt mich j
in welchem der drei Stapel meine Karte liegt. Ich sagaldss es
der linke Stapel isZazie legt die drei Stapel aufeinander mit d
Kartenriickseiten nach oben und legt die Karten wieder in dre
Stapeln aus wie beim ersten Mal.

Wieder fragt sie mich, wo meine Ka jetzt liegt. Ich sage ihr, dassjetzt der rechteStapel ist.

Zazie legt die drei Stapeiederaufeinander mit den Kartenrtickseiten nach oben und legt die Karten
ein drittesMal in drei Stapeln audch sage ihr, dass meine gemerkiarte noch einmadm rechten
Stapel ist. Sie nimmt didrei Stapel wieder zusammemurmelt allerlei Zauberspriiche (so ein
Quatsch®» ) und legt die Karten tberall im Zimmer ausd behauptet dann, sie fuhle sich von meiner
gemerkten Karte angezogematsachlich bewegt sie sich zu meinem Hezghin und halt mir die Karte
vor die Nase. Wahnsinn. Wie hat sie das gemacht?

Zazie:

Ich mache mit Miguel einen Zaubertrick mit 27 Karten. Er muss sich eine Karte merken. Ich lege die
Karten in drei Stapeln aus und er muss mir nur sagen, in welchem der drei Stageirsigfemerkte
Karte befindetEr sagt, es ist der linke Stap#izt muss ich aufpassen und den Stapel mit der
gemerkten Karte zwischen die beiden anderen Stapel 1€germdglichst unauffallig

Dann ein zweiteMal auslegen, Miguel fragein welchem Stapel die gemerkte Karte liggt sagt, dass
esjetzt der rechte Stapebt) und desenStapelwieder zwischen die beiden anderen legen.

Dann ein drittegvial auslegerund Miguel fragenin welchem Stapel die gemerkte Karte liégt sagt,
dass esvieder der rechte Stapés$t) und diesen Stapel wieder zwischen die beiden anderen legen.
Jetztnoch einmahbufpassen, die gemerkte Karte ist dierzehnteKarte

Ich mache dann noch ziemlichen Hegokus lege die Karten im Zimmer aus und muss nur genau
mitzahlen und mir die vierzehnte Karte merk&um Schluss fita ich ihm sein HerAss unter die Nase
Also:Dreimaldie Kartenin drei StapelrauslegenDen Stapel mit der gemerkten Kartianachimmer
zwischen die beiden anderen Stapeden Dann ist die vierzehnte Karte didie er sich gemerkt hat
Das funktioniert immerDas ist sicher so was Mathematisches oder Logisches.
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Mkid 6-05 27-Karten-Trick m

Mathe kann ich doch!
Auflosung

Zur Auflésung des 2RartenTricks bemuihen wir die beiden Problemldsestrategien
das Problem reduzieramd genau hinschauen

Wir nehmen zunachst alsar 9 Karten und legen nur zweimal aug/arum wir gerade diese reduzierte
Kombination wahlen, wird (leider) erst im Nachhinein klar.

Wir verfahren dabei wie irBeschreibungsblatt ausgefihrt:

Wir haben zum ersten Mal ausgelegt und den-Stapel mit der gemerkten Karte zwischen die beiden
anderen 3erStapel gelegt. Unabhangig davon, wo die gemerkte Karte zu Beginn war, muss (!) sie jetzt
unter den mittleren drei Krten des Gesamtstapels sein, also hier die 4. Karte oder die 5. Karte oder die
6. Karte. Dabei ist unerheblich, ob man von oben oder von unter her z&hlt.

Beim zweiten Auslegen ist sie damit auf jeden Fall in der Mitte von einem der di8t8ezl. Legt @n

diesen wieder zwischen die beiden anderen, ist die gemerkte Karte die mittlere unter den mittleren drei
Karten. Also insgesamt in der Mitte des Gesamtstapels.

Ein Beispiel: Wir haben also einen Stapel (Kartenrtickseiten nach oben) mit 9 Karten, diese seien von
} vZ E pHE Zvpuu E] ESW < ES iU ESTUY X ] PuEI§ < &S
Wie im Beschreibungsblatt ausgefiihrt, legen wir die Kartedréi Stapel aus und erhalten:

Nach dem 1. Auslegen linker Stapel mittlerer Stapel rechter Stapel
unten Kartel Karte2 Karte3
Mitte Karted Karteb Karte6
oben Karte7 Karte8 Karte9

Jetzt kommt der linke Stapel zwischen die beiden anderen. Im neuen Stapel (Kartenrtickseiten nach
oben) liegt also zum Beispiel der bisherige rechte Stapel abdrder bisherige mittlere Stapel unten
(oder umgekehrtt es kommt nicht darauf an, wie wir gleich sehen werden).

Erneutes Auslegen ergibt das Folgende:

Nach dem 2. Auslegen linker Stapel mittlerer Stapel rechter Stapel
unten Karte3 Karte6 Karte9
Mitte Kartel Karte4 Karte7
oben Karte2 Karteb Karte8

Legt man jetzt den neuen rechten Stapel zwischen die beiden anderen, ist die gemerkte Karte genau in
der Mitte des Gesamtstapels.

Wir nehmen nur27 Karten und legen dreimalus.

Nachdem zum ersten Mal ausgelegt wurde und derS@pel mit der gemerkten Karte zwischen die
beiden anderen gelegt wurde, ist die gemerkte Karte im Gesamtstapel unter den mittieven
Nachdem zum zweiten Mal ausgelegt wurise die gemerkte Karte unter den mittlerafeien eines

der drei 9erStapel. Legt man den 9&tapel mit der gemerkten Karte wieder zwischen die beiden
anderen 9efStapel, ist die gemerkte Karte unter den mittlerdneien des Gesamtstapels. Nach dem
dritten Durchgang befindet siech dann genau in der Mitte des Gesamtstapels, ist also die vierzehnte
Karte.

Allgemein: ] « E < €S8 vSE] | c(puYKarnew, wekrsrhagTBtapel bildetnkal auslegt und
den ril-er-Stapel mit der gemerkten Karte in die Mitte der n Stapel legt. Man wsihtevollerweise fiir
n eine ungerade Zahl

Metaphorischl,vv8 u v « P vW ] P u EIS < ES c EAudég&tnd] Z u]sS i u
Den-Stapelmit-der-gemerktenKarte-in-die-Mitte-Legenzur Mitte des Gesamtstapels vor. Der letzte

pME ZP vP ¢ (,E &S ] P u EIS < &S v P°0S]P Jv ] D]Sss o !
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Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Der vorgestellte Karterd €] | c(puvIsS]}v] &S p Z u]ls8ii} & iA < &S v puv €E ]
Die vorgestellte Auflésung lasst sich aber fir den Fall der 27 Karten besser formulieren. Dariiber hinaus
wachst das Erstaunen Uber das sichere Gelingentitdss it der Anzahl der verwendeten Karten.

Vorgehensweise im Unterricht:
Zeitdauer: ca. 45 Min.
Material: fur je zwei Schilerinnen bzw. Schij@uSginen Satz von 27 unterscheidbaren Karten

1. Vorstellung des Tricks im Plenum:

Die Lehrkraft wird als Zauberin bzw. Zauberer der Klasse den Trick vorstellen. Ginstig ware dabei, wenn
alle SuS die gemerkte Karte kennen. Die Lehrkraft kdnnte sich zur Wand drehen und eine Schilerin oder
einen Schiler bitten, eine ausgewahlte Karte desse zu zeigen.

Die Verwendung einer Dokumentenkamdi der Vorfiihrung des Trickgire von Vorteil.

Die Lehrkraft soll den Trick mehrfach vorfihren und die SuS dazu auffordern, alles, was sie tut, genau zu
beobachten.

Es kommt auf zwei Dinge an: daw@iligeIn-die-Mitte-Legendes betreffenden 9eftapels und das
Auf-14-Z&hlenzum Schluss. Beides kann die Lehrkraft gerne gestisch tbertrieben deutlich ausfiihren.
Wenn diese beiden Punkte (hoffentlich) beobachtet und bestétigt sind, muss die Lehrkraft noch danach
fragen, welche Bedeutung die 14. Karte innerhalb des Gesamtstapels der 27 Karten hat

( Adie 14. Karte ist die Karte in der Mitte des Gesamtstapels von 27 Karten).

2. Selbstandige Durchfuhrung des Tricks durch die $ach in Variationen
Die SusS fiihren den Trick zu zweit durch und nehmen dabei wechselseitig die Rolle von Zazie und Miguel
ein.
Die Lehrkraft informiert die SuS darilber, dass der Trick auch bei den folgenden Variationen
C(UVIS]IVIUESE PSW ¢ ] A] Al 08 < ES ]*3 ] Pu EIS§ < ES Ju '~ u
X 21 Karten: 3nal Auslegen in drei 7e8tapeln
x 15 Karten: 3nal Auslegen in drei 5e8tapeln
X 25 Karten: 2mal Auslegen in funf 5e8tapeln (1)
Die SusS fiihren auch die Variationen selbstandig zu zweit durch.

3. Annaherung an eine Begriindung des Tricks im Plenum
Die Lehrkraft schlagt hierzu vor, jetzt die Variation
X 9 Karten: 2mal Auslegen in drei 3e8tapeln
genauer zu untersuchen.
Dazu soll beobachtet werden, wo die gemerkte Karte im Gesamtstapel jeweils liegt (wir betrachten
immer die Stapel mit den Kartenrlickseiten nach oben und nummerieren von oben nach unten durch):
zu Beginn/nach dem ersten Auslegen udapelin-die-Mitte-Legen(= erster Schritt)/Enach dem
zweiten Auslegen un8tapelin-die Mitte-Legen(= zweiter Schritt).
Die Kurzschreibweise ¥E4. /5. bedeutet:
die gemerkte Karte ist zunachst die 1., dann die 4. Und schlieflich die 5.
Arbeitstdlig erhalten wir:
1. 4. /5. 2./F4. A5, 3./A4. A5, 4./5. 5. 5./5. AS.
6. /5. /5. T7./6. /5. 8./46. /5. 9./6. /AS.
Und die SuS erkennen (hoffentlich): Nach dem ersten Schritt ist die gemerkte Karte unter den mittleren
drei Karten, beim zweiten Auslegen in der Mitte einesS&pels und damit nach dem zweiten Schritt
schlie3lich in der Mitte des Gesamtstapels.
Mit dieser Begriindungs vv Z EPVP pv A Euus 8§ v s E ooP u]v EuvP E D 3
< ES A PSS ] Z « ZE]SSA ]+ 1iKaEteDTSEK Kérn (faEesigendiohbewenden
lassen.
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Mkid 6-06B Polyederformel

my)

Mathe kann ich doch!

Sachanalyse und didaktische Reduktion:

Fureinen beschrankten konvexen Polyed®ielflachnermit e Ecken, k Kanten und f Flachen djit
Polyederformel vorEULER e+ftk=2.

Der Beweis ist (leider) nicht trivial uni@éshalb nicht Gegenstand der vorliegenden Stunde.

Im Sinne einer didaktischen Reduwktiwird die Konvexitatsvoraussetzung zunéchst unterschlagen. Sie
kannnach der Erarbeitung kurz thematisiert werd&fon der Beschranktheit geht man implizit aus.

] s}E pee SipvP E <}VA £E]3 § ]+8 c*3 EIN Z]JVvE ] Z v X
Oder anders gesagt: Polyeder, tie die BULERFormel nicht gilt, >
Upee U Vv cu]S & >p% e Z v~ X 11 ~\— 4
Beispielfur einennicht-konvexen Polyeder fir den dieBJLER < /

. ; NN /
Formel nicht gitt . |
t°CE( 0 ul]§ 1A ] peP (E +8 v cP P v® Eo] P v v X
quadratischen Pyramiden mit Spitze im Wirfelmittelpuakk = // \ \L

20, e =9 und f = 12. P
/Die Gleichung k = e +#® ist nicht erfilllt. TAE

Man kann auf dem Arbeitsblattir die Schilerinnen und Schuler
(mit einem * wie folgtergénzen:
/[ Er hat fir alle Polyed&r v &}E&u o Z E - Polipeeinsprivigende Ecken//

LOosungen
zu densechskonvexen Polyederdes Arbeisblattes
c, Ue*”| Dreiecks | Dreiecks | Pyramiden Wiirfel mit ab Doppet
prisma | pyramide stumpf geschnittener Ecke| pyramide
k= 15 9 6 12 15 24
= 10 6 4 8 10 10
f= 7 5 4 6 7 16
Ziele:
-] WE} o uo,» «SE 8§ P] ¢ pe ]J*%] o v ]Jv s EupSpveproden pP v~A | vv

- das raumliche Vorstellungsvermogemiterentwickeln

Material:

- Arbeitsblatt

- viele verschiedene Polyed&todelle, z.B. auch Verpackung@®rsmen, Pyramiden, Pyramidenstumpf,

Wirfel mit aufgesetzter quadratischer Pyramide)

Mkid 6-:06B Polyederformelinfoblatt
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Mkid 6-06B Polyederformel m

Mathe kann ich doch!

DidaktischerKkommentaf

Im Hinblick auf eine mdglichst einfache Entdeckung des Sachverhaltsle=+%

~ Y viZo & |IvU (Y viZo @& &0 Zvpuv |Y viZo E < v§ ve
ist dieser auf dem Arbeitsblatiir die Schilerinnen und Schuler (Suformuliert zu k = [e + £2].

Formeln kennen dieusz.B. vom Rechteck mit den Seitenldngen a und b und dem

Umfang U: U =2-(a+Db)

Das erste Beispiel désbeitdlattes ~¢c, pe® A Yu & u]d8 p(P < $li8raisatmgnP v u”
Prisma also ein Haus mit Satteldgcéoll gemeinsam bearbeitet werden, um sicherzustellen, dass alle
S1Swissen, was zu tun ist. Das ist grundsatzlickrsehrwichtiger Punkt.

&°E e cCc, U EPHE=LI@MWI=7.

Am Beispiel demfangseines Rechtecks U a b
erlautert de Lehkraft, worum es jetzt geht:
Angenommen, man kennt die Formel 14 5 2
U=2-(a+b) nicht. Kinnte man sie mithilfe der 20 5 5
vier Zahlenbeispiele erraten? 22 9 2

110 50 5
Eventuell kann man noch ein zweites Beisjoaéérn. H a b
Kann man mithilfe der vier Zahlenbeispiele erraten, wie man H
mithilfe von a und b errechnen kann? 6 4 3
Losung:H=(a-b):2 24 6 )
Interpretation: die Halfte des Flacheninhalts des Rechtecks mit ¢ 35 7 10
Seitenlangen a und @der Flacheninhalt eines rechtwinkligen 495 9 11

E ] I+ u]s vcr]Svrh ~A< SZ S ve puv

Erfahrungsgemal finden bei dieser Hinfihrung v&l& delnterstufe die Eulersche Polyederformel

mithilfe dervier Zahlenbeispiele selbstandig. Wenn nicht, karenlcehrkrafinach einiger Zeit den

folgenden Tipp geben:

cdE P Jv ] (E] "% o8 ]Jvu o ] “puu = ( JvX & o008 JE i 81§
Ganz wichtig ist, dassadLehrkraftumhergeht und alle Zahleneintragungen deiS&uf dem

Arbeitsblatt kontrolliert. Wenn diese nicht stimmen, kann man die Formel nicht finden!

] ce Zv oo bestatiggn’die gefundene Formah den beiden letzten Beispielen des
Arbeitsblattes und/oder an bereitgestellten Polyeedbdellen (Binnendifferenzierung).
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Mathe kann ich doch!

Die Polyedeformel vorEJLER

Polyeder sind Korper, die nur von ebenen Flachendregrsind.
Beispiele fur Polyeder sind Quader, Prismen oder Pyramiden.
Keine Polyeder sind z.B. Zylinder oder Kegel.

LEONHARBULER'17071783) ist einer der berlhmtesten Mathematiker.

Er hat fur alle Polyeder eine Formel herausgefunden und begriindet,
wie man die Anzahl der Kanten (k) mithilfe

der Anzahl der Ecken (e) und der Anzahl der Flachen (f) ausrechnen kann
(Bild zur Wiederverwendung gekennzeichrtetps://commons.wikimedia.org/wiki/File:EULER_HARLUQ.jpg

Fullezunachst die belle fir de erstenvier angegebenen Beispied@is

Findest dudiese Formel mithilfe der Beispiele in der Tabelle aucrk e

Polyeder Schrégbild k.. e.. f..
Skizze Anzahl Anzahl Anzahl
der Kanten der Ecken der Flachen

C, U™

Dreiseitiges
Prisma

Dreiecks |
Pyramide !

R g B

Pyramiden
stumpf

Wirfel mit
abgeschnittene
Ecke

Doppet
pyramide
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Mkid 606B Polyederformel m

Mathe kann ich doch!
erlaufspla

Aun Y N Z°%0 EJvv vV pv N Z°%0 E > Y ¥ AFE Bivo BBX > ZE E

Y]vi o E ]8% \Mne¥ bW. @agtner@E |3 & hyY (EPvVv viA] Il ov &E
Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg L stellt das Problem vor AB
FEU > uvo Aun E ]Sv ¢ E<S Queddeit o Polyeder
15 Min. ul]8 H(P ¢ 818 uco] P v u”r @&)]- ]15]H Modelle

gemeinsam

L erlautert am Beispiel des Rechtecksumfangs (ggf. an | Tafel
einem weiteren Beispiet vgl. didaktischer Kommentar),
dass jetzt mithilfe von Zahlenbeispielen die Formel
gefunden werden sall

2. Erarbeitung | SuS AB
EA/PA - bearbeiten drei weitere Beispiele Polyeder
30 Min. - machen sich auf die Suche nach der Formel Modelle

- nehmen beim Abzahlen von Ecken, Kanten und Flache
nachraumlichem Vorstellungsvermogen) die bereit
gestellten Korper zur Hha oder zéhlen am Schragbild ab.
L gibt den Tipp: Eckamd Kanen unterschiedlich farben!
L lobtund beobachtet berataberzuriickhaltend

3. Erarbeitung Il ] ce Zv oo bestatiggn/die gefundene Formah | AB
(=Puffer) den beiden letzten Beispielen des Arbeitsblattes und/od¢ Polyeder
EA/PA an bereitgestellten Polyedéviodellen Modelle
10 Min. (Binnendifferenzierung).

4. Sicherung und L und SuS tauschen sich tUber den Suchprazessie

Reflexion Einzelergebnissaus

FEU L berichtet von seinen Beobachtungen (s.0.)

5 Min.

5. Weitere Problem | SuS untersuchen den Tafet
stellung t°C( 0o ul]8 1A ] peP (E <5 v cP P v° | zeichnung
FEWInd EA/PA guadratischen Pyramiden mit Spitze im Wirfelmittelpun

15 Min. und erkennen:

AEdie Formel gilt nicht mehr!
Modifikation des Textes auf dem AB:
/[ Er hat fur alle Polyed&ér v &}&u o Z (E ueP
(*ohne einspringende Eckeft)

Mkid 6-:06B Polyederformel Verlaufsplan (Eminasidfi) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 606 Polyederformel m

Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Fureinen beschrankten konvexen Polyeder mit e Ecken, k Kanten und f Flachen gilt:

e+ftk=2.
Der Beweis ist (leider) nicht trivial und deshalb nicht Gegenstand der vorliegenden Stunde.
Im Sinne einer didaktischen Reduktion wird die Konvexitatsvoraussetzung zunachst unterschlagen.
Sie wird erst im zweiten Teil der Stunde eingefiihrt. Von der Beschranktheit geht man implizit aus.
Bemerkungfir viele andere Kérper ohne Polyededer Konvexitatseigenschatt ist diese Gleichung
auch erflllt(s.u).

Hat man die Formel gefunden und bestéatigt (Mgltlaufsplar), kann man die NickHeolyeder Zylinder,
Kegel und Kugel untersuchen.

Zylinder: k = 2; e = 0; f =/&Die Gleichung k = e H#R ist nicht erfullt.

Kegel: k = 1; e =1 (Spitz&eke?, f = 2 £Die Gleichung k = e #P ist erflillt.

Kugelk = 0; e = 0; f = #EDie Gleichung k = e #® ist nicht erfillt.

] s}E pee SipvP @E <}VA £E]38 § ]*8 c*3 EIN Z]IVE ] Z v X
K & v €&« P e« PSW W}oC CU (°E ] ] &}Eu o v] ZS P]JoSU upee u
Beispiele nichkonvexer Polyedefvgl.Schragbilder auf demo 335 ¢ E-[}JVA ZE < XE % E
K1: Fir einenVvirfel mit ausgefraster quadratischer Pyramide mit Spitz&Mimfelmittelpunktistk =16,
e=9undf=09.
ADie Gleichungk=e #ff ]¢8 cv} Zz*» E(°0058X
K2: Fureinent®®( o u]3 IA ] peP (E v cP P v® Eo] P v v~ Qpitz€E §]e Z v
im Wirfelmittelpunktist k = 20, e =9 und f = 12.
/EDie Gleichung k = e #® ist nicht mehr erfillt.
K3: Fur einewVirfel mit quaderformigem Lodhkt k =24, e = 16 und f = 10.
/Die Gleichungk =e #fi ]38 cA] &E~* E(°0035X

LOsungen

zu denfinf vorgegebenerKorpern des Arbeitsblattes

c, MUe*"| Dreseitiges| Dreiecks | Pyramiden Wirfel mit ab
Prisma pyramide stumpf geschnittener Ecke
k= 15 9 6 12 15
= 10 6 4 8 10
f= 7 5 4 6 I

Ziele:

- die Problemlgsestrategiaus Beispielen eine Vermutung erzeugennenlernen bzw. erproben
- das rdumliche Vorstellungsvermogemeiterentwickeln
- sich an das Zeichnen von Schrégbildern annéhern

Material:
- Arbeitsblattfir die Schilerinnen und SchikguS)
- Kérpermodelleviele verschiedene Polyeder (Prismen, Pyramiden, Pyramidenstumpf, Wrfel mit

aufgesetzter quadratischer Pyramide)
- Schragbilder der drei genannten niechfvA /£ v <,E% E <iU <1 puv <i ~&}o]J] U 3§ 1Y

Mkid 606 Polyederformel Infoblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 606 Polyederformel m

Didaktischerkommentat Mathe kann ich doch!

Im Hinblick auf eine mdglichst einfache Entdeckung des Sachverhaltsle=+%

~ Y viZo & |IvU (Y viZo @& &0 Zvpuv |Y viZo E < v§ ve
ist dieser auf dem Arbeitsblatiir die Schilerinnen und Schuler (Suformuliert zu k = [e + £2].

Formeln kennen dieusz.B. vom Rechteck mit den Seitenlangen a und b und

dem Umfang U: U=2-(a+b)

Das erste Beispiel des Arbeitsblattex, pe” A Yu & u]8 p(P < $lidreiseitiggnP v u”
Prisma soll gemeinsam bearbeit@terden,um sicherzustellen, dass allaSwissen, was zu tun ist.

Das ist grundsatzlich egehrwichtiger Punkt.&°E ¢ ¢, pe* EPIBE =MW I=7.

Am Beispiel demfangseines Rechtecks U a b
erlautert de Lehkraft, worum es jetzt geht:
Angenommen, man kennt die Formel 14 5 2
U=2-(a+b) nicht. Kinnte man sie mithilfe der 20 5 5
vier Zahlenbeispiele erraten? 22 9 2
110 50 5

Eventuell kann man noch ein zweites Beisjoaéérn. H a b
Kann man mithilfe der viefahlenbeispiele erraten, wie man H
mithilfe von a und b errechnen kann? 6 4 3
Ldsung: H = (a - b: 24 6 )
Interpretation: die Halfte des Flacheninhalts des Rechtecks mit ¢ 35 7 10
Seitenlangen a und @der Flacheninhalt eines rechtwinkligen 495 9 11

E ] leul]8 vcr]Svrh ~A< SZ § ve uv

Erfahrungsgemal finden bei dieser Hinfihrung v&l& delnterstufe die Eulersche Polyederformel

mithilfe der Zahlenbeispiele selbstandig. Wenn nicht, kaerLéhrkraftnach einiger Zeit den folgenden

Tipp geben:

cdE P Jv ] (E] "% o8 Jvu o ] “~puu = ( JvX & o008 JE i 81§
Ganz wichtig ist, dassedLehrkraftumhergeht und alle Zahleneintragungen deiS&uf dem

Arbeitsblatt kontrolliert. Wenn diese nicht stimmen, kann man die Formel nicht finden!

Fur eine leistungsstarke Gruppe kdénnen auch die Zeichnungen auf dem Arbeitsblatt (teilweise) entfernt
und von den 8Serstellt werden. Hierfur muss aber einige Zeit eingeplant werden.

Vertiefung:
Nicht nur fUrSuS debnterstufe kénnte verwirrend sein, dass man aus dem Eulerschen Polyedersatz

nicht folgern kann (das ist die so genannte Kehrsatzproblematikwird angenommen, die Umkehrung

eines Satzes in der Form der Kontraposition ist automatisch guiltig):

ct vv Jv <,E% E | Jv I}VA /£ « W}oC & J*3Ut7 vy P3X® ] &}Eu o | A
Die Lehkraft konnte auf den folgenden Sachverhalt hinweisen:

Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 teilbar.

Wenn eine Zahl nicht durch 4 teilbar ist, kbnnte sie trotzdem durch 2 teilbar sein, z.B. 6 oder 10.

Sollte man zum Schluss noch Zeit haben, kommt das folgende K$wieebft gut an:

Schilem ° &o PS ¢] Z ]Jv &}Eu o cu]8 pv ~X ] &}EuU o *}o08 v] ZS§
Zum Beispiel: T=a +tt» oder T=5-a-b oder T=a:-b+a.

Schilem A tragt vier Zahlenbeispiele zu seiner Formel in eine Tabells.eihn

Schiler B errat die Formel mithilfe der Zahlenbeispiele.

Unter uns: Man misste natirlich e+« E o00P u ]Jv (}&upo] E v c ]Jv u,Po] Z &}EuU
unendlich viele Terme T(a,b) zu vier vorgegebenen Auswertungen.

Mkid 606 Polyederformel Didaktischer Kommentar Seminar AFL Stuttgart (Gymnasium) | Vector Stiftung



Mkid 606 Polyederformel m

Die Polyedeformel vorEJLER Mathe kann ich docht

Polyeder sind Kérper, die nur von ebenen Flachen begrenzt sind.
Beispiele fir Polyeder sind Quader, Prismen oder Pyramiden.
Keine Polyeder sind z.B. Zylinder oder Kegel.

LEONHARBULER1707-1783) ist einer der beriihmtesten Mathematiker.

Er hat fur alle Polyeder eine Formel herausgefunden und begriindet,
wie man die Anzahl der Kanten (k) mithilfe der Anzahletken (e) und der
Anzahl der Flachen (f) ausrechnen kann

Zahlezunéchst die Anzahl der Kanten, Ecken und Flachen und trage sie in die Tabelle ein.
Findest du in der letzten Spalte einen Zusammenhang zwischen k, e und f?

Polyeder Schrégbild k.. e.. f..
Skizze Anzahl Anzahl Anzahl k=
der Kanten |der Ecken |der Flachen

C, He? .
(Prisma) ~

Dreiseitiges
Prisma

Dreiecks
Pyramide

Pyramiden
stumpf

Warfel mit
abgeschnittene
Ecke

(eigenes
Beispiel)
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Mathe kann ich doch!

Drei nicht konvexeKérpef

REN\V4 Vo
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Mkid 606 Polyederformel m
i

Mathe kann ich doch!

Aun Y N Z°%0 EJvv Vv pv N Z°%0 E >Y >ZE E]Jv IAX > ZE E

Y Jvio & |8 inenYzw Paitier @& 3 & hy (EPv viSA] Il ov
Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierulghach zur Verflgung stehender Zeit bzw.
Unterrichtsverlauf 5. und 6. Phase kurzhalten oder weglassen

Phase / Zeit L / SuS Medien

1. Einstieg L stellt das Problem vamd zeigt verschiedene Arbeitsblatt
FEU Polyedermodelle. Korper

15 Min. >W ¢ ]Jv o00P u Jv &} @gaonicht €4 leich. | modelle

Schauen wir uns erst einmal an einem leichteren Beispig
an,wieu v ° EZ %S &}Eu ov (]Jv v I
L erlautert am Beispiel des Rechteckumfangs (ggf. an ei| Tafel
weiteren Beispielvgl. didaktischer Kommentamjie mit
Hilfe von Zahlenbeispielen eine Formel gefunden werde

kann.
2. Erarbeiung | > pv o Aun E ]Sv < E-S Queddel o Arbeitsblatt
EA/PA uld u(P « 318 u co] P v u” @).]* ]3]k Korper
30 Min. SuS modelle

- bearbeitendrei weitere Beispiele

- machen sich auf die Suche nach der Formel

- nehmen beim Abzahlen vdecken, Kanten und Flachen
nach raumlichem Vorstellungsvermdgen) die bereit
gestellten Korper zur Hand oder zahlen am Schragbild a
L gibt den Tipp: Ecken und Kanten unterschiedlich farbe
L ist bei den Schragbildzeichnungen mit ersten Versuchy

zufrieden!
L lobtund beobachtet berataberzuriickhaltend
3. Erarbeitung Il SuS produzieren (je nach Arbeitstempo) ein oder mehre| Arbeitsblatt
EA/PA(Puffer) weitere Beispiele und bestétigen die gefundene Formel | Kérper
10 Min. modelle
4. Sicherung und L und SuS tauschen sich tUber den Suchprozess aus Tafel / Heft?
Reflexion L berichtet von seinen Beobachtungen (s.0.)
FEU L und SusS testen die Formel k = et ffiir die Nicht
5 Min. Polyeder Zylinder, Kegel und Kugel
5. Weitere Problema | > (°ZES ] s}E pee SIpvP & <}vA A Tafel/Heft?
stellung Jve%o E]JVP Vv v | v }. E >, Z EN
FEU L und SuS untersuchen gemeinsam den Korgirel mit
15 Min. ausgefraster quadratischer Pyramide mit Spitze im
Wirfelmittelpunkt
/Edie Formel gilt noch!
6. Erarbeitung 11l SuS suchen nach niekbnvexen Korpern, bei denen die | Bilder dieser
EA/PA Formel nicht mehr gilt Korper (auf
15 Min. -t°CE( 0o U] 1A ] peP (E 3 v cP P v°| Folie oder
guadratischen Pyramiden mit Spitze im Wiurfelmittelpun| elektronisch
AEdie Formel gilt nicht! siehe Blatt
- Wiirfel mit quaderformigem Lockedie Formel gilt Drei nicht
L lobtund beobachtet berat aberzurtickhaltend konvexe
Korpe)
Tafel / Heft?

Mkid 6-:06 Polyederformel Verlaufsplan Seminar AFL Stuttgart (Gymnasium) | Vector Stiftung
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Mkid 6-07B regelmaRige Polyeder m

Mathe kann ich doch!
Sachanalyse

Definition: Regelmafige Polyedesind lonvexe Korper, bei denen geder Ecke gleich viele Flachen
zusammentreffen und deren Oberflache aus kongruentgeimaRigen Vielecken besteht.

RegelmaRige-&cke haben gleiché 1§ vo vP v uv /vv VA]Jvl o rX « P]Jo3W
n=| 3 4 5 6 >6
r A 60° | 90° | 108° | 120° | >120°

Zwei Fragen:

Welcheregelmaligen Polyedeyibt es? Wie kann man sicher sein, dass es keine weiteren gibt?
Durch Probieren findet man diénf regelmafiigen PolyederAuf einen formalen Beweis der Existenz
wird hier verzichtet.

Die griechischen Vorsilben benennen die Anzahl der Flachen:
tetra = vier; hexa = sechs; okta= acht; dodeka = zwdlf; ikosa = zwanzig

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder lkosaeder

Dass dies alle sind, wird im Folgenden anschaulich begriindet. Dabei sei a die Anzahl der regelmaRigen
n-Ecke, die eine raumliche Ecke bilden, offensichtlich ist3a

n = 3:Man kann entweder je a = 3 gleichseitige Dreiecke zu einer rAumlichen Ecke zusamme#gigen (
Tetraeder) oder je a = 4&Oktaeder) oder je a = YElkosaeder) gleichseitige Dreiecke.
AOPo]Z+]J8]P &] I vi]vv E Jo vipgeuuv ]Jvu/vv vAJvl o A}

v~Ahe pnv ul]s I Jv & puo] Z I u ZzEX

n = 4:Man kann nur je a = 3 Quadrate zu einer raumlichen Ecke zusammenfédfidexaeder =

t°E( 0oV AdYpy ES v]vv E Jo vipgeuuv ]Jvu/vv VA]Jvl o A}v
vAe UV ulj]s§ I Jv & puo] Z I u ZEX

n = 5:Man kann nur je a = 3 regelmafige Flinfecke zu einer rdumlichen Ecke zusammenfiigen

( Z££Dodekaeder), es ist 3 - 108° < 360°.

n = 6:a = 3 regelmalige Sechsecke aneinander bilden zusammen einem Innenwinkel von=836120°

~co] P v vVAe nv ulj]s§ I Jv & puo] Z Il u ZEX

Alle anderen Kombinationen von a und n fiihren zu Uberlappungen und scheiden damit ebenfalls als

Mdglichkeiten aus.

Eine dritte Frage

AMv Jv &  (]v]8]}v ] &}E EpVP v cl}vA A~ pv cvi E | Po] Z

Tpue uu v83E (( v» v}SA v ]PM

Antwort: Ja. Ansonsten wirde man weitere regelmafige Kérper bekommen:

- Man denke sichausgehend vom Ikosaedeine der Ecken einspringend nach inpnefh « € ¢ -00 Vv

[1}e E~ 3 7Z85v Z Al AYE pe 1A vVvI]IP Po ] Z« 18P Vv E ] | Vv puv v
viele Dreiecke aufeinander.

-Dv vl ] ZIA]dS3SE E vi JVE € &0 Z vV UTIs® EE lo 3L
bestehtaus sechs gleichseitigen Dreieckish konvex, aber an den Eckeaften entwederdrei oder

vier Dreiecke zusamme

Mkid 6-:07B regelméafige Polyeder Sachanalyse SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-07B regelmaRige Polyeder m

Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Didaktischer Kommentar

Der Garme dieses Vorhabens liegt darin, dass beim Tun

- die funf regelméaRigen Polyeder gefunden werden kénnen und

- die Grenen der Moglichkeitensolche Korper zu bildearfahrbar werden.

In derUnterstufe gibt man sich mit dem Nachweis der Existhager Polyededurch die Konstruktion
zufrieden.Auf demArbeitsblatt wird nur der Hauptstrang des Gedankengangs dokumentiert.

Die Suche nach den regelmafigen Polyedern ist in nattrlicher B&issdifferenzierend:

- beim Ausloten und&/erbalisieren der Mdglichkeitesolche Kdrper zu bilden

- beim Finden des Doppédletraeders (den Delletkosaeder darf @ Lehkraft mit in die Diskussion
einbringen)

Regulare Polyeder sind zueinander dvarbindet man namlich 1
die Mittelpunkte der Seitenflachen, so erhalt man wieder eine /‘

regelmagigenPolyeder | ﬁ N
Tetraeder ETetraeder; HexaederEOktaeder; Qi -'j'f“j#'*"'f.fﬁ/
Oktaeder £EHexaeder; IkosaedefEDodekaeder; 7 ' N
Dodekaeder/Elkosaeder A } ;

Die SchragbilZeichnung des Oktaeders im Wiirfel lasst ! .
sich gut bewerkstelligen. Alle anderen Ubergangenke man N % i
bei der Betrachtung der reguléaren Koérper gedanklich I SR ‘ J

nachvollziehen.

Ziele:
- die Problemltsestrategien
x ein Probémin Teilprobleme aufspalten
x alleFalle der Reihe nach abhandeln
X systematisches Probieren
kennenlernen bzw. erproben
- das raumliche Vostellungsvermogen aiterentwickeln
- Freude an der Asthetik von Figuren und an der Aufdeckung von Zusammenhangen empfinden

Material:
- Steckerle von regelmaRigenrBtken (n = 3; 4; 5; 6) in ausreichender

Anzahl
- Arbeitsblatt

Mkid 6-07B regelméafige Polyeder Infoblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-07B regelmaRige Polyeder m

Mathe kann ich doch!

Regelmaldige Polyeder

Polyeder sind Korper, &inur von ebenen Flachen begrenzt sind, zum Beispiglderoder Pyramiden
RegelmaRige Polyeder
X haben eine Oberflache, die nur aus gleichegelmaRigen/ielecken besteht (nur gleichseitige
Dreiecke, nur Quadrate usw.)
x haben Ecken, an denen immer gleich viele Flachen zusammentreffen
X haben keine einspringenden Ecken
Es gibt nur funf regelméaRige Polyeder.

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder lkosaeder

Die griechischen Vorsilben geben die Anzahl der Flachefrage die Zahlen ein

tetra=..YXX Z £ XXY  }I§ A.Y }lAY J1}s AYY

Warum gibt es nur diese funegelméaRigen PolyederRiille die TexLicken aus

Man kann je drei gleichseitige Dreiecke zu einer raumlichen Ecke zusammenfiigen

pHv  EZ 0S5 YYYYY.

DvIivv pZi YYXPo]2Z«]1831P & 1] | Ip ]Jv & E puo] Z v |
pv EZ 05 VWYY XX X
DvIivv pZi YYXPo]Zz«]8]P &1] | Ip Jv & & puo] Z v |
pHv  EZ 05 vV YeY YHXYX X
&°PS uvi }ZYXPo] ZzZe]S]JP &] I vi]Ivv EUO] PV ]+ (o

und man erhéltkeine YYYYYYYYY u ZEX

DasGo | Z PJ]od (°E YXX YUy E § } & YX & P ou "]P ~ Ze | X
DvIivvi GXWYXX Ip Jv E E puo] Zv | Tpe uu v(°P v pv (@
Man kann je drei regelméaflige Flinfecke zu einer rAumlichen Ecke zusammenfugen

pHv  EZ 0SS YY¥WWYY X

Weitere Moglichkeiten gibt es damiiaht.

ZeichnungeinesOktaeders in einem Hexaeder: /T BaEERsany
- Zeichnedas Schragbild eines Wiirfels (Hexaeder) mit der Kantenlange, Hiem | N
Kanten schrag nach hintemr 6 Késtchendiagonalen lang S
- Markiere die Mittelpunkte der sechs Quadrate r@azu ¢weils beide Diagonalen | ™ ,
mit ganz feinen Linieaintragen NP R A
- Verbinde(rote Farbe) die benachbarten Mittelpunkte und du erhéltst das Oktae ’

Mkid 6-07B regelméafige Polyeder Arbeitsblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mkid 607B regelméRige Polyeder m

Mathe kann ich doch!

Regelmaldige Polyeder

Polyeder sind Korper, die nuow ebenen Flachen begrenzt sind, zum Beispiglderoder Pyramiden
RegelmaRige Polyeder
X haben eine Obrflache, die nur aus gleicheagelmaRigen/ielecken besteht (nur gleichseitige
Dreiecke, nur Quadrate usw.)
x haben Ecken, an denen immer gleich viele Flachen zusammentreffen
X haben keine einspringenden Ecken
Es gibt nur funf regelméaRige Polyeder.

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder lkosaeder

Die griechischen Vorsilben geben die AnzahlFlachen anTrage die Zahlen ein

tetra =4 hexa =6 okta =8 dodeka =12 ikosa =20

Warum gibt es nur diese funf regelméaRigen Polyedé&idle die TexLicken aus

Man kann je drei gleichseitige Dreiecke zu einer raumlichen Ecke zusammenfiigen

und erhalt dasTetraeder

Man kann auch jeier gleichseitige Dreiecke zu einer raumlichen Ecke zusammenfiigen
und erhalt dann da®ktaeder

Man kann auch j#inf gleichseitige Dreiecke zu einer rAumlichen Ecke zusammenfligen
und erhalt dann datkosaeder

Fugt man jedockechggleichseitige Dreiecke aneinander, liegen diese flach in der Ebene,
und man erhalt keine Kérpermehr.

DasQeiche gilt flrvier Quadrate odedreiregelméRige Sechsecke.

Man kann je dreQuadratezu einer raumlichen Ecke zusammenfiigen und erhalt das Hexaeder.
Man kann je drei regelméaflige Flinfecke zu einer rAumlichen Ecke zusammenfugen

und erhalt daodekaeder

Weitere Moglichkeiten gibt es damit nicht.

ZeichnungeinesOktaeders in einem Hexaeder: /T T
- Zeichnedas Schragbild eines Wiirfels (Hexaeder) mit der Kantenlange, Hiem | g ’
Kanten schrag nach hintemr 6 Késtchendiagonalen lang B
- Markiere die Mittelpunkte der sechs Quadrate rd@azu ¢weils beide Diagonalen | =~ |- ,
mit ganz feinen Linieaintragen HEEN P Rt
- Verbinde(rote Farbe) die benachbartévlittelpunkte und du erhdltst das Oktaede ’

Mkid 6-07B regelméafige Polyeder Arbeitsbldatt ésungen SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung




Mkid 6-07B regelmaRige Polyeder

erlaufspla

AUt Y e@E9ev vV Vv
Y Jvlio &

N Z°oekEerin bzw. .t e¥irer
18 inlen-Yzw P&ttder @E |3

Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verflgung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlauf wardethkraft starker oder weniger
stark lenken bzw. den Punkt weglassen.

me

Mathe kann ich doch!

& hyY (EPv v3A] Il ov

Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg L stellt regelmaRige Polyedénan nenntdieseauch Steckerle in Form
FEU platonische Korp@ripv Z«8 o+ <, E % E A} d regelmaRiger
5 Min. gleichen@® P ou “]P v s] o | v Ipe uu vP|n-Ecke
und teilt Steckerle in ausreichender Anzahl aus mit dem| (n = 3; 4; 5; 6)
Auftrag:
c upalle®E P ou "]JP v W}oC EXA"
2. Erarbeitung | SuS Steckerle
EA/PA - bauen die funf regelmaRigen Polyeder, dazu auch den
25 Min. DoppetTetraeder
- erfahren beim Tun die Grenzen der Méglichkeiten hierl
L fordert im Einzelgespréch Su8 Verbalisierung dieser
Grenzen auf
L lobtund beobachtet aberberat zurtickhaltend
3. Plenum | L Arbeitsblatt
FEU - problematisiert die beiden Beispiele des Doppel
15 Min. Tetraeders und des Delldkosaeders
~cs E]Jvyv - KegelmanigMm ~
- préazisiert die Definition (Ecken, an denen gleich viele
Flachen zusammentreffen + Konvexitét)
- verteilt das Arbeitsblatt
- fihrt die finf Namen der funf Kérper ein
4. Erarbeitung Il SuS bearbeiten die Anweisungen des Arbeitsblattes - Korper aus
EA/PA+ FEU L lobtund beobachtet aberberét zurtickhaltend Steckerle
10 Min. - Arbeitsblatt

Sulund L besprechen die Eintragungen

5. Erarbeitung Il
EA/PA
15 Min.

Duale Beziehungen zwischen den regelméaldigen Polyed
Zeichnundir denFall HexaedeEOktaeder:

- Zeichne das Schragbild eines Wiir{élexaeder) mit der
Kantenldange 1@m

- Kanten schrég nach hinterur 6 Késtchendiagonalelang
- markiere die Mittelpunkte der sechs Quadrate rgweils
beide Diagonalemit ganz feimn Linieneintragen)

- verbinde (rote Farbe) die benachbarten Mittelpunkte un
du erhaltst das Oktaeder

kariertes Papier,
Geodreieck,
Stifte

Mkid 6-07B regelmafige Polyeder Verlaufsplan
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Mkid 607 regelmaRige Polyeder m

Mathe kann ich doch!
Sachanalyse

Definition: Regelmafige Polyedesind konexe Kdrper, bei denen arder Ecke gleich viele Flachen
zusammentreffen und deren Oberflache aus kongruenten regelmaRigéeckén besteht.

RegelmaRige-&cke haben gleiché 1§ vo vP v uv /vv VA]Jvl o rX « P]Jo3W
n=| 3 4 5 6 >6
r A 60° | 90° | 108° | 120° | >120°

Zwei FragenWelcheregelméaRigen Polyedgibt es? Wie kann man sicher sein, dass es keine weiteren
gibt? Durch Probieren findet man diéinf regelméafigen PolyedelAuf einen formalen Beweis der
Existenz wird hier verzichtet. Die griechischen Vorsilben benennen die Anzahl der Flachen:

tetra = vier; hexa = sechs; okta = acht; dodeka = zwdlf; ikosa = zwanzig

Dass dies alle sind, wird im Folgenden anschaulich begriindet. Dabei sei a die Anzahl der regelmaRigen

n-Ecke, die eine raumliche Ecke bilden, offensichtlich ist3a

n = 3:Man kann entweder je a = 3 gleichseitige Dreiecke zu einer raumlichen Ecke zusamme#gigen (

Tetraeder) oder je a = 4&Oktaeder) oder je a = YElkosaeder) gleichseitige Dreiecke.

AOPo]Z+]8]P &E] I vi]vv €& Jo vipgeuuv ]Jvu/vv vAJvl o A}

v~Ae nv ul]s 1 Jv & puo] Z I u ZzEX

n = 4:Man kann nur je a = 3 Quadrate zu einer raumlichen Ecke zusammenféfidexaeder =

t°E( 0oV AdYpy ES v]vv E Jo vipgsuuv ]Jvu/vv VA]Jvl o A}v
v~Ae nv ul]s 1 Jv €& puo] Z I u ZzEX

n = 5:Man kann nur je a = 3 regelméaRige Funfecke zu einer rdumlichen Ecke zusammenfiigen

( Z££Dodekaeder), es ist 3 - 108° < 360°.

n = 6:a = 3 regelmalige Sechsecke aneinander bilden zusammen einem Innenwinkel von=336020°

~co] P v v»iNe v ul]s 1 ]Jv & puo] Z Il u ZEX

Alle anderen Kombinationen von a und n fiihren zu Uberlappungen und scheiden damit ebenfalls als

Mdglichkeiten aus.

Eine dritte Frage

AMv o Jv o &  (Jv]8]}v ] &}E (E pVvahjederlBoka ghEich yiele Fiachen

Tpue uu v3&E (( v» v}SA v ]PM

Antwort: Ja. Ansonsten wirde man weitere regelmafige Korper bekommen:

- Man denke sichausgehend vom Ikosaedeine der Eckenach innereinspringend 1 « € ¢ -00 Vv

[1}e E~ 3 7Z85v Z Al AYE pe 1A vVIIP Po ] Z« 18P Vv E ] | v puv v
viele Dreiecke aufeinander.

- Man denke sich zwei Tetraeder an je einer der Flachen aufeinander gdilefit ¢ } %0 % 05 S E EN
besteht aus sechs gleichseitigPreiecken, ist konvex, aber an den Ecken treffen entweder drei oder

vier Dreiecke zusammen.

Eine letzte Frage
Wie gelingt die Bestatigung des Polyedersatzes mithilfe der regelmafRigen Polyeder ohne Abzahlen?
DerEulerschdPolyedersatz besagt bei konvexen Polyederr: f t k = 2. Hierbei ist

Y viZo & .XvUWUl@ZX¥ € &o Zvpuv |IY viZo E <vs vX

Es gilte = und k= (Nachprufen durch Verbalisieren).

Setze z.B. beim Wiirfel f = 6 und errechne (!) daraus e = 8 und k = 12, in der Tat ist 3= 3.
Mkid 607 regelmé&Rige Polyeder Sachanalyse SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | VectorStiftung
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Mathe kann ich doch!
Infoblatt

Didaktischer Kommentar

Der Charme dieses Vatbens liegt darin, dass beim Tun

- die funf regelméaRigen Polyeder gefunden werden kénnen und

- die Grenzen der Mdglichkeitesolche Korper zu bildearfahrbar werden.

In derUnterstufe gibt man sich mit dem Nachweis der Existhager Polyededurch die Konstruktion
zufrieden. Beim Arbeitsblatt wird nur der Hauptstrang des Gedankengangs dokumentiert.

Die Suche nach den regelmafigen Polyedern ist in nattrlicher B&issdifferenzierend:

- beim Ausloten und Verbalisieren der Grenzen léglichkeiten solche Korper zu bilden

- beim Finden des Doppédletraeders (den Delletkosaeder darf @ Lehipersonmit in die Diskussion
einbringen)

Die Berechnung/on Anzahlerals Alternative zum sturen Abzéhlemdzahlen durch Rechnénst den
Schilerinnen un&chilern(SuSyon rechteckférmigen Mustern her bekannt (z.B. Anzahl der
Stuhlreihen in einem Saal, Anzahl der Sitze in jeder Reihe). Die Berechnung der Anzahl dé&idkérper
mithilfe der Anzahl der Flachen und der Anzahl der Fla@&eken zu berechnen, bildet eine kleine
intellektuelle Herausforderung

Nachfolgende Tabelle offenbart duale Bezlige zwischen den regularen Koérpern.

vl Zo Tetraeder| Hexaeder| Oktaeder| Dodekaeder lkosaeder
Y &0 Z 4 6 8 12 20
Y Y, 4 8 6 20 12

Diese haben eine geometrische Entsprechung. Verbindet man
namlich die Mittelpunkte der Seitenflachen, so erhalt man wiede
einen reglmagigerkKaorper:

Tetraeder LETetraeder; HexaedeEOktaeder;

Oktaeder £EHexaeder; IkosaedefEDodekaeder;
Dodekaeder/Zlkosaeder

Die SchragbilZeichnung des Oktaeders im Wiirfel lasst

sich gut bewerkstelligen. Alle anderen Ubergange kann man bei
Betrachtung der regimafRigen Koérper gedanklich nachvollziehen.

Ziele:
- die Problemlgsestrategien
X ein Problemin Teilprobleme aufspalten
x alleFélle der Reihe nach abhandeln
X systematisches Probieren
X Abzé&hlen durch Rechnen
kennerernen bzw. erprobeisowiedas rdumliche Vorstellungsvermégen weiterentwickeln
- Freude an der Asthetik von Figuren wamt Aufdeclen von
Zusammenhangen empfinden

Material:

- Steckerle von regelmaRigenrBtken (n = 3; 4; 5; 6) in ausreichender Anzahl

Mkid 607 regelméaRige Polyeder Infoblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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me

Mathe kann ich doch!

Regelmaldige Polyeder

Polyeder sind Korper, die nuow ebenen Flachen begrenzt sind, zum Beispiglderoder Pyramiden
RegelmaRige Polyeder
X haben eine Oberflache, die nur aus gleichegelméaRigenVielecken lesteht (nur gleichseitige
Dreiecke, nur Quadrate usw.)
X haben Eckeran denen immer gleich viele Flachen zusammentreffen
X haben keine einspringenden Ecken oder Lécher

Die griechischen Vorsilben geben die Anzahl der Flacheéfrage die Zahlen ein

§EE A YXXXTAE AYXX VFE AYXXV } | AYXX V]I}e AYXX

Warum gibt es nur diese funf regelméai3igen Polyedgife die Textiicken aus

Man kann je drei gleichseitige Dreiecke zu einer rdumlichen Ecke zusammenfiigen

HV  EZ 08 ¢ YYYXXXXXXXX X

DvIivv pZi YYXPo]ZzZ«]8]P &1] | Ip Jv & & puo] Z v |
pv E&Z o8 Vvv ¢« YYYYYXX X

DvIivv pZi YYXPo]ZzZ«]8]P &1] | Ip Jv & & puo] Z v |
pv.  EZ oS vv <+ YYYYYXX X

&°PS u v i .} dleidhseitige Dreiecke aneinander, liegen diese flach in der Ebene,

MV uv EZ oS |l ]v YYYYYYYYY u ZEX

* Po] Z PJ]Jos (°E Y XX r¥égelmaBige SéchsEcRé.
DvIivvi E]VYYYXXIip Jv & E puo] Zv | lpe uu v(°P v pv
Man kann je drei regelméaflige Flinfecke zu einer rAumlichen Ecke zusammenfugen

HV EZ 0% « YYYYYY X t]8 & D,Po] ZI 1§ v P] & « uldv]z

Wie viele Ecken e und Kanten k haben die regelmaRigen Polyeder jeweils?
Das kann man nattrlich einfach abzéhlen. Beim Ikosaeder kann man sich dabei leicht verzéhlen.
Man kann e und k aber auch ausrechnen!
Hier wird das an einem Beispiel des Hexaeders (Wirfels) vorgemacht:

x Das Hexaeder hat f = 6 Quadrate. Jedes Quadrat hat 4 Ecken.
Insgesamt sind es also 8 =24 QuadratEcken. Immer 3 Quadr&cken ergeben zusammen
eine HexaedeEcke. Es gibt alsoe24 : 3 =8 HexaedeiEcken.
Das Hexaeder hat f = 6 Quadrate. Jedes Quadrat hat 4 Seiten.
Insgesamt sind es also 8 =24 QuadratSeiten. Immer 2 Quadr&eiten ergeben zusammen
eine HexaedeKante. Es gibt also44: 2 =12 HexaedeKanten.

Fulle die Tabelle augAnzahlen ausrechnenkpache die Probenit dem Eulerschen Polyedersatz.

Tetraeder| Hexaeder| Oktaeder| Dodekaeder lkosaeder
f= 4 6 8 12 20
e= 8
k= 12
k=e+ft2? stimmt

Mkid 607 regelmé&Rige Polyeder Arbeitsblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mkid 6-07 regelméaRige Polyeder
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Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verflgung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlauf wardethkraft starker oder weniger
stark lenken bzw. den Punkt 6. weglassen.

me)

Mathe kann ich doch!

IAX > ZE &E
& hyY (EPv v3A] Il ov

Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg L stelt regelmafRige Polyedéman nenntdieseauch Steckerle in Form
FEU 5 Min. platonische Korp@ripv Z«8 o+ <, E % E A} d regelmaRiger

gleichen@® P ou “]P v s] o | v Ipe uu vP|n-Ecke

und teilt Steckerle in ausreichender Anzahl aus mit dem| (n = 3; 4; 5; 6)

Auftrag:

c palle®E P ou "]JP v W}oC EXA"
2. Erarbeitung | SuS bauen die flinf regelmafigen Polyeder, dazu auch ¢ Steckerle
EA/PA 25 Min. DoppetTetraeder

SuSerfahren beim Tun die Grenzen der Moéglichkeiten

hierbei

L fordert im Einzelgespréach SuS zur Verbalisierung dies

Grenzen auf

L lobtund beobachtef aberberat zurtickhaltend
3. Plenum | L Arbeitsblatt
FEU 15 Min. - problematisiert die beiden Beispiele des Doppel

Tetraeders und des Delldkosaeders

~cs E]J]vyv ]~ redgelmanigv

- prazisiert die Definition (Ecken, an denen gleich viele

Flachen zusammentreffen + Konvexitét)

- verteilt das Arbeitsblatt

- fihrt die finf Namen der funf Kérper ein
4. Erarbeitung Il SuSoearbeiten die Anweisungen des Arbeitgtds - Korper aus
EA/PA 10 Min. L lobtund beobachtet aberberét zurtickhaltend Steckerle

- Arbeitsblatt
5. Plenum Il SuS und L besprechen die Eintragungen - Korper aus
FEU 10 Min. Steckerle
- Arbeitsblatt

6. Erarbeitung Il L thematisiert die dualen Bezlige zwischen den regulére| kariertes Papier,
FEU und EA/PA Korpern anhand der Tabelle Geodreieck,
25 Min. Gedanklich am Beispiel Dodekaed@&ilkosaeder: Stifte

ci &o Z v Jo v ]v I U & v D]S8S

Dreieck, esgibt20 | vU o} 71 & ] | Y~*

Zeichnung im Fall Hexaed€eEOktaeder:
- Zeichne das Schragbild eines Wiirfels (Hexaeder) mit @
Kantenlange 10cm

- Kanten schrag nach hintemur 6 K&stchendiagonalen
- markiere die Mittelpunkte der sechs Quadrate rot (beids
Diagonalen ganz fein eintragen)
- verbinde (rote Farbe) die benachbarten Mittelpunkte un

du erhaltst das Oktaeder

Mkid 607 regelméaRige Polyeder Verlaufsplan
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Mkid 6-08 Keplerstern

[Sachanalyde

Der Keplestern

Der nachJOHANNEBEPLER1I571t1630) v vv3 c< %0 E3 Evr A]E
auch als Sterntetraeder bezeichnet. Er ist ein achtstrahliger Stern und

gehort zu den nichkonvexen Deltaedern (Deltaeder haben als

Seitenflachen nur gleichseitige Dreiecke, bei nichtkonvexen liegen die
Verbindungsstrecken zwischen zwei Punkten des Polyeders nicht

unbedingt auch im Polyeder). Der Keplerstern entsteht durch

Verschmelzung zweier punktsymmetrisqi@traede|

Die auReren Eckpunkte des Korpers beschreiben Dies

kann gut veranschaulicht werden, indem Schnre von einer Ecke zur

nachsten angeklebt werden.

DidSchnittmengdder beiden Tetraeder stellt di@ktaedeldar, dessen Kanten wiederum die
Innenkanten des Sterntetraeders darstellen.

Erstmals dargestellt wurde das Sterntetraeder d{irEbNARDO DMNC|in|LUCAPACIOLIDe Divina
Proportionel509. Auch der Grafikgvl. C.ESCHERat das Sterntetraeder als Motiv fir das Bild
Doppelplanetoidrerwendet: Das eine Tetraeder hat die Form einer von Menschen bewohnten Burg,
wéhrend das andere eine mit dem ersten durchdrungene, von Dinosauriern bewohnte Welt darstellt.

Ecken, Kanten und Seitenflachen:
Das Sterntetraeder hat e =t54 +5 = 14 Ecken, k =8 + 12 = 36 Kanten und
f = 3|8 = 24Seitenflachen.

Es erflllt also auch dmulersche Polyederformek(=e + f t 2), obwohl es kein konvexes Polyeder ist.
Schiler und Schulerinnen verwundert dies oft. Sie folgern oft aus der Gliltigkeit der Eulerschen
W}oC E(}EuU oU «¢ (°E v] Z 2l V¥R igE (ANiGa@nket@arkdt, vgl.
didaktischen Kommentar zur Eulerschen Polyederformel). Betrachtet mareidienbT etraeder, die sich
durchdringen, sind die Daten e =8, k=12 und f = 8.

Mkid 608 Keplerstern Sachanalyse SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-08 Keplerstern

Didaktischer Kommentar:

Schon aufgebaute regelmaiige Figuren tben auf die meisten Menschen

eine Faszination aus und stellen so eine Motivation fir Mathematik dar.

Im Zentrum der Stunde steht der nagbHANNEBEPLEREnannte

C< %0 E+38 EVAX ] » & AJE Ipv Z+3 P % 038X ] AlE ]
Feinmotorik der Schulerinnen und SchiBuSpeschult und zugleich

tben sie, Informationen (aus der Anleitung) zu verstehen und

umzusetzen.

Die Untersuchung des gebastelten Sterns schult den Umgang mit
& Z PE]J((v ~W}oC EU | U < v§ Y stelluAdgsvermoGenplietzierés ist jler
Regel unterschiedlich stark ausgepragt. Bei Schwierigkeiten kdnnenSfi@dendermalien unterstitzt
werden:
x Indem Schnire von einer Ecke zur ndchsten angeklebt werden, kann veranschaulicht werden,
dass die Tetraederecken einen Wirfel bilden.
X e+ ] 0dSE E ]v KIS E ]Jve Zo] " vU AlE uso] ZU A vv i
8 Tetraeder (incl. Bodenflache) baut und zum Keplerstern zusammensetzt. Baut man nun die
auReren Dreiecksflachen ab, so bleibt ein Oktaeder tbrig.

Folgende Erweiterungsmaoglichkést denkbar:

Falls die 8Sbereits wissen, wie der Flacheninhalt von Dreiecken berechnet wird, kann noch die
Oberflache des Sterntetraeders berechnet werden: Sie setzt sich f8is 24 gleichseitigen Dreiecken
zusammen. Die Formel fur den Inhalt gleichseitiger Dreiecke kennen die Schulerinnen und Schiler noch
nicht. Sie missen die Hohe der Dreiecke ausmessen. Es gilt dapgse@ A 10 | ' E MU Mreidek | S

Hdhe)reieck

Ziele:

- Anleitungen verstehen und umsetzen

- Schulung des rdumlichen Vorstellungsvermdgens

- Anwendung von Fachbegriffen

- Begeisterung fur die Schdnheit der Mathematik wecken

Material:

- Arbeitsblatt

- Ausschneidebdgen aus Tonpapianoglichst in zwei verschiedenen Farben

- Schere und Klebstoff (von den Schilerinnen und Schilern mitgebracht)

- bereits gebastelter Keplerstern

- ASoX A E+ Z] v W}oC @& pv A3ZoX 8 | Eo U pud 3E EY I
- evtl. Schnur (um den Wirfel zu veranschaulichen)

Mkid 608 Keplerstern Infoblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-08 Keplerstern

Der Keplerstern ein dreidimensionaler Stern

Der Keplerstern ist ein dreidimensionaler Stern, der nach dem Mathematiker und ASteORIDMANNES
KepLERUS Weil der Stadt benannt wurde.

Bastle den Stern nacledfolgenden Anleitung. Bearbeite dann die Aufgaben:

- Schneide di€iguren auf den beiden Bégen an den auf3eren Linien aus. Du solltest jetzt jede Figur
jeweils 4mal habenTipp: Wenrdeine beiden Bégen unterschiedliche Farben haben, wird dein Stern
nachher besonders schon.

- Knicke die inneren Linien vdmlle in die gleiche Richtung.

- Forme nun aus jedem Teil eine dreieckige Pyramide, die nach einer Seite offen ist und verbinde sie
mithilfe der dunlel markierten Klebelasche. Du erhéltst daduBRyramidenz mit drei Klebelaschen

und vier ohne Klebelasche.

- Verbinde nun die Teile: Klebe dazu an eine Pyramide mit drei Laschen drei Pyramiden ohne Lasche (an
jede Klebeflache eine). Klebe die Laschen immer auf die Innenseite der Pyramiden, damit man sie am
Ende nicht mehr sieht.

Aufgaben:

DieseSterne sind sehr regelmafig aufgebaut und kénnen daher auch gut mathematisch untersucht
werden:

1. Aus welchen raumlichen Grundkdrpern besteht der Kegden?

2.Man kann sich auch vorstellen, dass der Kegien aus zwei Kdrpern besteht, die ineinandergesteckt
werden.In derMathematiknennt mansolche Koérper "Durchdringungskdrper”.

Aus welchen groRen Korpern besteht der Kej@@rn?

3. Ist dir schon aufgefallen, dass der Raum, um den sich die acht kleinen Tetraeder anordnen, genau
dem Raum entspricht, wo die beiden grof3en Korper einander durchdringen? Beschreibe diesen Raum
des Keplesterns.

Du kennstschon dieregelmafigen Polyeder

Gib an, ob einer der abgebildetdinf regelmaiigen Polyedéiesen Raum ausfillt.

4. Verbinde die auReren Eckpunkte des Kejdtrns in Gedanken. Welcher Korper entsteht dadurch?

Fur Schnelle:

5. Aus der letzten Stunde kennst du die Polyederformel BareR Priife, ob sie auch fur den Keplerstern
gilt.

6. Zum Vergleich: Wie viele Ecken, Kanten und Seitenflachen haben die beiden Korgen, die
Keplerstern ergeben, wenn man sie ineinandersteckt?

Mkid 608 Keplerstern Arbeitsblatt SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung
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Mkid 6-08 Keplerstern

erlaufspla
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Y ]vi o E ]§ inlen-Yzw P@tteer @ ]S &hyY (E PV v§A] | ov E
Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Phase / Zeit L/ SuS Medien
1. Einstieg L zeigt fertigen Keplerstern: Fertig gebastelter
Themenstellung Dieser Stern ist nach einem bekannten Mathematil Keplerstern
5 Min. und Naturwissenschaftler benanlbHANNESEPLER

aus Weil der Stadt (15711630).

(evtl. Anknipfung adOHANNEBEPLERWer warschon
im Keplermuseum in Weil der Stadt?)

Ihr diirft heute alle so einen Stern basteln

2. Basteln des SuS Arbeitdlatt
Keplersterns + - schneiden die Figuren aus den Bégen aus Keplerstern +
Erarbeitung - basteln den Keplerstern Bastelbdgen
EA/PA - beantworten die Fragen in Partnerarbeit Schere,
40 Min. L hilft bei der Fertigstellung des Keplersterns Klebstoff
L gibt den Tipp: Schaut die Polyeder auf dem Korpermodelle
Arbeitsblattan.
3. Sicherung und L und SuS tauschen sich tber die Ergebnisse aus| Schnur
Reflexion L visualisiert den Wurfel mit Schniiren
X v Tafel / Heft?
FEU Tafelanschrieb:
) Der Keplerstern hat 36 Kantely Ecken und
15 Min. 24 Flachen.
36 =14 + 24t2

Er erfillt also dieulersche Polyederformel, obwohl
kein konvexer Polyeder ist.
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Mkid 6-09-11 Programmieren

DieseEinheit ist auf cadrei Zeitstunden ausgerichtet, kann @tje nach Fortschritt der Schillanen
und Schuler (Su@ud kirzer unterrichtet werden.

Je nach Ausstattunder Schuldhaben Sie in Klassenstufe 6 die Wahl zwischen den graphischen
Programmiersprache8cratchoder Pocket Code

DasMkid-Programmiermodul in Klassenstufe 7 kann jedoch nur mit Scratch umgesetzt werekeist D
auchdeshalbsinnvoll,weil in Klasse 7 im Rahmen des InformatikunterrigtienfallsScrach verwendet
wird.

Scratch lauftirekt onlineim Browseroder kannauf Computern und Tablets offline genutzt werden
Letzteresempfiehltsich fur den Einsatz in der Schud@mit man nicht von Verfligbarkeit und
Bandbreite des Internetzugangs der Schule abhd@gtket Code gibt es zurzeit nur fir Andr@drate
Es soll aber auch fur Apple entwickelt werden. VoraussetzungEinsatz von Pocket Codeailsio, dass
zumindest zwei $5gemeinsam ein Androi@martphone odeAndroidTablet zur Verfiigung haben.
Man findet das Programm im Google P&gre.

Bevor Sie mit denuSdie Arbeitsblatter(AB)bearbeiten sollten Sie die Lésungeminachsselbsteinmal
programmiert habenDiese Selbsterfahrung der Lehrkraftusthtig.

Scratch istveitgehendintuitiv bedienbar. Wir verzichten hier auf eine Einfihrung, diesausfihrlich

auf den Arbeitsblattern zu finden.

Bei Pocket Codmussmanden $iISunbedingt eine kleine Einfiihrung zur Bedienung gelbam man
kann sich ziemlich schnell in den vielen Bildschirmen verirren und die Menlpunkte sind nicht immer
einleuchtend. Daflr hat die Verwendung degenenSmartphoneaind die Nutzbarkeit unterwegs

einen ggwissenAnreiz.

Hinweisezu Scratch:

Scratch kann online genutzt werdattps://scratch.mit.edu/projects/editor/?tip_bar=homje

oder kostenlos auf Geraten mit den Betriebssystemen Windows, maat@®idund iOSnstallieren
werden. Den dazu bendétigten Offlieditor finden Sie auf der Scratch Homepage
[https://scratch.mit.eddunter Supportbeziehungsweisen AppStorebzw. PlayStore

Auf der ScratciHomepagestehen neben der aktuelleviersionauch altere Versionen von Scratch zum
Download zur Verfugundralls an Ihrer Schutecheineéltere Versiorin Gebrauchst, empfiehlt es

sich die Version der Schule mstallieren. Der OnlineEditor nutzt ausschlief3lich déktuelleScratch
Version.

Um mit Scratch zprogrammierenwerden einfach die gewunschten
Programmblécke in den Skriptbereich gezogen. Die Programmbldcke sind in
verschiedene Bereiche wie Bewegung, Aussehen, Steuerung, Daten, Fihlen
etc. gruppiert. Die Zuordnung ist nicht in allen Féllen intuitiv. Machen Sie
sich daher mit den verschiedenen Bereichen vertraut.

Um einen Programmblock zu entfernen, schiebt man ihn einfach wieder
zurtck in den BloekKorrat.

Mkid 6-:09-11 Programmieren Infoblatt Seitel von7 SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-09-11 Programmieren

Eine kurze Einfuhrung in die Benutzung von Scratch findet sich auf dem Arbeitsblatt O in zwei
verschiedenen Versionen, einmal fur Scratch 2.x und einmal fiir Scratch 3.x.
Verschaffen Sie sich auf jeden Fall einen ausfiihrlichen Uberblick tiber Scratch, bevor Sie es zum ersten
Mal einsetzenKlicken Siglabeidurch alle Bereichand beachten Sie, dass die Zuordnung einzelner
Blécke zudenBereicha ist nichtimmer intuitiveinleuchtet Man findet z.B. "Sage" unter "Aussehen”
und "Frage" bei "Fuhlen"Insbesondere sollte Siesichmit "Daten" vertraut machen Mit der

El UPpuvP Jv E s E] ov v3e3 ZvVv pZvyuy WEIPE uu] E o, | A] —

um-.

In Scratch kénnen allen Figuren und Buhnen (so hei3en die Hintergriinde) Pro§iaipte zugeordnet
werden. Damit man die Skripte, die z.B. zur Figur Katze gehéren, sehen und veréndern kann, muss man
vorher im Bereich Figuren auf die Katze klicken. Sind die gesuchten Skripte nicht zu sehen, ist
wahrscheinlich gerade eine andere Figur oder eine Buhne aktiviert.

Hinweise zuPocket Code:

Hier ist es nichintuitiv, ein neues Programm zu beginnévian klickt zuerst aufNeu", vergibt einen
Namen fur das Programomd wahlt die AusrichtungDann klickt man aufdintergrund” und wahilt
Skripte" und daachauf & nun erst bekommt man die Bereiche aus denen Anweisungen gewéahlt
werden kénnen. Hat man dann ein Programm zusammengestellt und lasst es laufen (Pfeil am unteren
Rand), dann bekommt man am Ende unter Umstanden einen leeren Bildschirm und ist etwas hilflos.
Hier hilft dann nur die Zuriicktaste des Smartpha#s unteren Ranerscheint danreine

Bedienleiste, bei der man aw@uriick*klicken kann.

Zum Ldschen einer Anweisung klickt man auf die Anweisung und wahlt@anstein l[6schef(hier

findet man auch®austein verschiebei.

In der Hilfe findet man eine YouTulénfliihrung in die vielfaltigen Mdglichkeiten, die wir mum

kleinen Teihutzen.

Tipps fir den Unterricht:

Besprechen und Uiben Sie bei erster Gelegenheit das Speichern eigener-Bcofgte an einer Stelle,
an der die SuS das Programm auch Wochen spéater wiederfinden.

Sie kdénnen die Lésungen zu den einzelnen Aufgaben an der Tafel aushéangen, sodass die SuS bei kleinen
Problemen oder Fragen selbstandig nachschauen kdnnen. Das kann Sie entlasten, weil so weniger
Fragen auf einmal von lhnen beantwortet werden muissen. Sinnvollerweise geben Sie vor, dass die
Ldsungen von den SuS nicht mit an den eigenen Platz genommen werden durfen.

Wie schnell die SuS vorankommen, hangt auch von den Vorkenntnissen ab und wird bei den SuS
variieren. Daher sind am Ende der Einheit zusatzliche Aufgaben fiur die schnelleren SuS vorgesehen.
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Losungen der Aufgaben:

Scratch | Pocket Code

AB1 Aufg.1

Die Antwort kommt jetzt nicht in zwei Schritten.

AB1 Aufg. 2

Auf das Leerzeichen nadist “achten.

AB1 Aufg. 3

Auf Leerzeichen nactam “und vor geboren”achten.

AB1 Aufg. 4

Noch gibt es kein Beispiel, wo dies notwendig ware. Hier kodireeBuSchon erkennen, dagsntwort immer nur
das Ergebnis der letzten Eingabe enthdlt. Es kann also das Bedurfnis entstehen, einen Wert zu spefehern (s
Pocket Code Arbeitsblatt t Aufgabe 3). Man kann aber trotzdem die Aufgabe einfach l6sen:

Verbinde(verbinde(verbinde('Du’,'bist
am’),"Antwort"),'geboren’)
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AB2 Aufg. 1

In der linken Version wird immetSchade®
ausgegeben, in der rechten Version nur wenn
man nicht da’\sagt.

AB2 Aufg. 2
Antwort = Ja
Junge
Madchen
AB2Aufg. 3
=Ja

'‘Guten Tag Herr', "Antwort1"
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AB2 Aufg. 4

Diese Aufgabe dient als Vorbereitung auf AB3
und kann nattrlich schon in diesem Sinne
variiert werden

AB3 Aufg. 1

AB3 Aufg. 2
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AB3 Aufg. 3

"Antwort" =axb

AB3 Aufg. 4

Es zahlt im Sekundentakt von O bis 4 hoch.

Man konnte einen Countdown anregen.

3-Sekundentakt
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AB3 Aufg. 5

Ein Fehler in Pockefode:Das "Warte" funktioniert in der Spriefinweisung
nicht so richtig.
Deshalb ist es glinstiger, die Anweisung in zwei Teile aufzuspalten:

Mkid 6-09-11 Programmieren Infoblatt  Seite7 von7 SeminalAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-09-11 Programmieren

DidaktischerKkommentaf

Ziele:

Die Stunden haben offensichtliche und verdeckte Ziele.

Einerseits sollen diSchulerinnen und Schiles$ Freude am Programmieren entwickeln und im

besten Fall anschlieRend eigene Programme entwickeln. Dabei lamdie wesentlichen Elemente

eines Programms (Eingabe, Ausgabe, Variable, Verzweigung und Schleife) zu verwenden.
Andererseits missen sie beim Testen ihres Prograram&opf nachrechnenob dieses richtig

rechnet. Dabei Uben sie das kleine Einmaleins. Ein wesentliches, Ubergeordnetes Ziel von Mkid ist eine
Starkung der Grundfertigkeiten, zu denen das kleine (edeh dagyrof3e) Einmaleins gehort.

Sachanalyse:

EineEingabebestehtin der Regetus einerAufforderung, z.B. Uber die Tastatur etwas einzugeben und
auseinem weiteren Element (z.B. @m Button) mit dem signalisiert werden kandass die Eingabe

beendet worden ist. D.h. das Programamartet “wahrend der Eingabe. Wenn die Eingabe sinnvoll
verwendet werden soll, dann muss das Eingegebene in einer Variablen gespeichert werden. Bei Scratch
gibt esdie vorgegebene Variablantwort, bei Pocket Code mussaneine Variable dafir benennen.

Variablensind beim Programmieren Speicher, in denen etwapewhhrtund wieder abgerufen
werden kann. Sie unterscheiden sich also inhaltliah V@ariablenbegriffin der Mathematik.

EineAusgabekann auf den Bildschirm (Scratch) oder auch akustisch (Pocket Code) erfolgen. Gibt es zwei
Ausgaben hintereinander, dann muss sichergestellt sein, dass die zweite Ausgabe die erste nicht
Uberschreibt Dazukannz.B. das Warten fir eine bestimmte Zitier dienen

DieVerzweigungbesteht aus einer Bedingung und ein bis zwei Blocken. Der erste Block wird ausgefuhrt,
wenn die Bedingung wahr ist, der zweite, wenn sie falsch ist. Danach geht das ProgrammDigiter
Bedingungspielt dabei keinaveitere Rollemehr.

DieSchleifeum einen Anweisungsblock sorgt dafiir, dass der Block wiederholt wird. Dabei kann er
fortlaufend bis zum Eintritt einer formulierten Abbruchbedingwuder nmalaugefihrt werden.

Didaktische Reduktion

Fur SusS ist déBegriff einer Programmvariableschwierig.
Sie durfen sich bei den Programmvariablen eine Sammlung von Papigerachiedlicher Farbe
vorstellenaufdev v ]Jv ¢cs 3§ @A/ 03 EA v Z VA ]epeire Zah notiertX

] cs E]-so®A o3uvPe+IE (3" Il vv ] E vvpvP E & & U Z pelpv(s
diesem Papier im Moment steht.
Als Kombination dieser beiden Aktionen kann sie auch einen Variableaktaglisieren das bedeutet,
den bisherigen Wert nach Anweisung zu verandern.
Dazu muss sie den bisherigen Wert zunachst lesen, die Verdnderung durchfithren, den bisherigen Wert
streichen und schlief3lich den neuen Wert aufschreiben.
Man kann das mit einer Schilerin oder einem Schiuler als Verwaltungskraft und einigen
verschiedenfarbigen Papieren durchspielen
CE}S] & ] *Zofd pu( uPo vW %] EX*nc>]« AJEUAO0Z « Zo
c &Z,Z ] * ZoU ] pu( usttHEAwW VXW % A XE
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Informationen zu Scratch2.q

Mit Scratch2.0 programmieren

Der Bildschirm ist bei Scratch in drei Teile
aufgeteilt. Rechts befindet sich der

Skript Bereich in dem die Programme Spielfeld

(auch Skripte genannt) erstellt werden.
Links ist oben daSpielfeld in dem Skript

spéter die Programme ablaufen. Du Bereich
kannst die Programme mit der griinen

Fahne starten und mit dem roten Stopp

Zeichen anhalten.

Links unten ist defFigurenBereich Dort _

kannst du beim Programmieren verschie F'gur,e’:]

denen Figuren und Bithnen auswahlen. Bereic

Um ein Programm zu schreiben, zieht

man die farbigen Blocke aus dem Vorrat nach rechts in den Seigich.

Probiere das kurz aus: Benutze aus dem Bereich v ct vv PE°v & Zuo] HBIGEK
und aus dem Bereich v cP Z- (B N ZBiopK, s/ ein Programm zu schreiben, bei

dem die Katze ein Stiick nach rechts geht. Ergdnze anschlieBend aus dem Bereich  den
ce P , 00}J &°EIOCck. N | XA

Achte darauf, dass du alle Blocke aneinandergehangt téisolich wie bei
Puzzl¢eilen. Um das fertige Programm zu starten, klicke auf die griine

Fahne oberhalb des Spielfelds.

Nicht mehr bendtigte Blocke |6schst du einfach, indem du sie wieder
zuriick in den Vorrat schiebst.

Mkid 6-09 Programmieren Arbeitdatt O (Scratch2.0) SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-09 Programmieren

Informationen zu Scratch3.q

Mit Scratch3.0 programmieren

Der Bildschirm ist bei Scratch 3.0 in vier
Teile aufgeteilt. Links befindet sich der

Skript Bereich in dem die Programme Spielfeld

(auch Skripte genannt) erstellt werden.

Rechts ist oben daSpielfeld in dem Skript
spater die Programme ablaufen. Du Bereich
kannst die Programme mit der griinen

Fahne starten und mit dem roten Stopp

Symbol anhalten.

Figuren
Bereich

Rechts unten ist defigurenBereich
Dortkannst du beim Programmieren
verschiglenen Figuren fir das
Programmieren auswéhlen. Ganz unten rechts ist neben dem Figdersich deBihnenBereich Hier
kodnnen verschiedene Hintergriinde eingestellt werden.

Um ein Programm zu schreiben, zieht man die farbigen Blocke aus dem Vorrat nach rechts in den Skript
Bereich.

WE} ] E e IJUHE] peW vusli pe u €] Z lo] Blockuod vv P E
pe u €] Z - E V. APk, Siin ein

Programm zu schreiben, bei dem die

Katze ein Stlck nach rechts geht. Du musst dabei die Blécke
aneinanderhangert wie bei Puzzlkeilen. Ergdnze anschlieBend aus dem
&€ ]z v c* P -Bloolo}J &°CE 1T " IXA

Um das Programm zu starten, klicke auf die griine Fahneberhalb des Spielfelds.

Um nicht mehr bendtigte Blocke zu Ischen, kannst du sie einfach wieder in den Vorrat schieben.
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IProgrammierermit Scratch(1)

] Z o0+ EeS e+ U UE J@V]]2 ¢ Vv o0} | in den SkripBereich.

Wéhle nun in der Mitte den Bereich "Fiuhlen" aus und ziehe unter den
vorherigen Block

Schreibe statt "What's your name?" "Wie heil3t du?".

Klicke dann mit der Maus darauf.

Merke dir: Eine Anweisung fihrt man aus, indem man auf sie klickt.

Gib dann deinen Namen ein und klicke auf den Haken.

Ziehe nun aus dem Bereich "Aussehen"
durch "Hallo".

unter die Frage und ersetze "Hello"

Merke dir: Elemente kann man wie PuzZleile aneinander setzen. Klickt man auf ein Element, so
werden die Puzzleteile nacheinander ausgefihrt. Man nennt das ein Programm.

Wozu gibt man eigentlich seinen Namen ein? Im Bereich "Fuhlen" gibt es eine Element, das man
statt eines Textes einfligen kann. Das wiirde dann z.B. so aussehen:

Merke dir: Runde Elemente kann man statt eines Textes einsetzen.

Aufgabe 1
Ziehe vom Programm weg. Im Bereich Operatoren findest du das
Element . Setze dieses fur "Hallo" in deinem Programm ein. Ziehe nun in das

"world"-Feld. Wie hat sich dein Programm verandert?

Aufgabe 2
Nun sollst du ein Programm schreiben, das nach deinem Lieblingsessen fragt und dann sagt:

— Jv >] o0]vPe ee v ]eE8 Y—U A} ]Y puE zZ ] VvSA}ES E- 3I5§ A E v
Aufgabe 3

Jetzt wird es schwierig: Das Programm soll dich nach deinem Geburtstag fragen und dann ausgeben "Du
]1*3 uYP }JEVX— >] EP]& «Z]vd8 E —A}JE0o — I ]V A ]88 E « & 0 X
Aufgabe 4

Denke dir ein Programm mit drei ineinander geschachtelten "verbinde" aus.
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IProgammierenmit PocketCode(1)

Installiere auf deinem Androimartphone oder Tablet die App Pocket Code
Du kannst mit dieser Seite eigene Programme schreiben. Der Bildschirm sieht zum Beginn so aus.

Klicke auf "Neu" und gib dem
Programm einen Namen, z.B.
Test Wahle dann die
Ausrichtung fur die Anzeige.
Klicke dann auf Hintergrund ung
schlie3lich auf Skripte. Nun
musst du auf dasPlus”klicken.
Der Bildschirm sieht dann wie
rechts aus.

Hier kannst du Bereiche auswahlen, aus denen du Anweisungen wéhlen kannst.

Wahle nun den Bereich "Aussehen" aus und und dort .

Schreibe als Frage "Wie heif3t du?" und statt neu Antwort.
Dein Programm sieht nun so aus:

Klicke dann auf

Merke dir: Ein Programm fihrt man aus, indem man aufklickt. Zuriick kommst du tber den
ZurickKnopf auf deinem Handy.

Addiere nun mite “eine weitere Anweisung aus dem Bereich Klang: und ziehe sie

unter die Frage.

Merke dir: Elemente kann man wie PuzZleile aneinander setzen. Die Puzzleteile werden
nacheinander ausgefuhrt. Man nennt das ein Programm.

Wozu gibt man eigentlich seinen Namen ein? Er wurde in der Variablen
Antwort gespeichert. Du kannst die Variable in das "Sagen" einbauen. Dazu

musst du aufédallo”klicken und dann im Eingabefeldaten * @ntwort »
auswahlen.

Merke dir: Variablen kann man Uber die Eingabe "Daten" einfligen
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Aufgabe 1

Klicke auf "Antwort". Im Bereich Funktionen findest du . Setze dieses fur "Antwort"
in deinem Programm ein. Setze nun "Antwort in das "WE#!d. Wie hat sich dein Programm
verandert?

Aufgabe 2
Nun sollst du ein Programm schreiben, dash deinem Lieblingsessen fragt und dann sagt:
— Jv >] o0]vPe ee v ]eE Y—U A} ] Y puE Z ] VvSA}ES E- 31§ A E v

Aufgabe 3
Jetzt wird es schwierig: Das Programm soll dich nach deinem Geburtstag fragen und dann ausgeben "Du
]*$ uYP }JEVX— >] EP]S «Z]Jv8§ E —to835— I ]JvA]JSE§E-=*&o0 Xd

ineinander schachteln.

Aufgabe 4
Denke dir ein Programm mit drei ineinander geschachtelten "verbinde" aus.
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IProgrammierermit Scratch(2)

Offne im Browser den Lifiktps://scratch.mit.edu/projects/editor/?tip bar=homge

Du sollst nun ein Programm schreiben, das abhangig von der Antwort auf eine Frage unterschiedlich
reagiert.

Dazu bendtigt man die Verzweigung (Bereidu&tung):

Damit kann man abh&ngig von einer Bedingung unterschiedliche Reaktionen ausldsen.

Aufgabe 1:Uberlege zuerst, was die folgenden Programme machen, klicke sie dann zusammen und
Uberprife ob deine Vorhersage stimmt. Was unterscheidet die beiden Varianten?

Aufgabe 2:Schreibe ein Programm, das fragt, ob man ménnliches Geschlecht hat. Anschlie3end soll
ausgeben: "Ah, du bist ein Junge!" bzw. "Ah, du bist ein Madchen".

Aufgabe 3Nun sollst du das Programm so andern, dass zuerst nach dem Nachnamen gefragt wird und
dann nach dem Geschlecht. Abhangig vom Geschlecht soll dann ausgegeben werden: "Guten Tag Herr
(Nachname)" bzw. "Guten Tag Frau (Nachname)".

Hier tritt ein Problem auf, das man lI6sen kann, indem man sich die Antwort merkt:

Klicke im Bereich Daten auf und gib dann nachname ein. Es
erscheinen nun neue Elemente

Das runde Element kannst du wie verwenden.
Vorher muss du allerdings festelegen, was nachname enthalten s&arihst
z.B. sagen

Nun enthélt nachname die Antwort.
So kann man beliebig viele Variablen erzeugen, die irgendwelche Informationen enthalten.

Aufgabe 4:Schreibe ein Programm, das eine Rechenaufgabe stellt. Wenn sie richtig geldst ist, dann soll
es "Super" ausgeben, sonst soll es "Leider falsch" ausgeben.
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IProgammierenmit PocketCode(2)

Du sollst nun ein Progmm schreiben, das abhéngig von der Antwort auf eine Frage unterschiedlich
reagiert.

Dazubendtigt man die Verzweigung (Bereich Steuerung):

Damit kann man abhéngig von einer Bedingung unterschiedliche Reaktionen ausldsen.

Aufgabe 1:Uberlege zuerst, was die folgenden Programme machen, klicke sie dann zusammen und
Uberprife ob deine Vorhersage stimmt. Was unterscheidet die beiden Varianten?

( Es heil3t "Antwort" = 'Ja")

Aufgabe 2:Schreibe ein Programm, das fragt, ob man ménnliches Geschlecht hat. Anschliel3end soll
ausgeben: "Ah, du bist ein Junge!" bzw. "Ah, du bist ein Madchen".

Aufgabe 3Nun sollst du das Programm so andern, dass zuerst nach dem Nachnamen gefragt wird und
dann nach dem Geschlecht. Abhangig vom Geschlecht soll dann ausgegeben werden: "Guten Tag Herr
(Nachname)" bzw. "Guten Tag Frau (Nachname)".

Hier bendtigt man nun zwei unterschiedliche Variabfertwortl und Antwort2:

Klicke auf@ntwort ~und wahle danncE p ¥ Gib der Variablen den Namen
Antwortl. Wahle nun Antwortl statt Antwort.
So kann man beliebig viele Variablen erzeugen, die irgendwelche Informationen enthalten.

Aufgabe 4:Schreibe ein Programm, das eine Rechenaufgabe stellt. Wenn sie richtig gel6st ist, dann soll
es "Super" ausgeben, sonst soll es "Leider falsch" ausgeben.
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IProgammierenmit Scratch(3)

Offne im Browser den Lifiktps://scratch.mit.edu/projects/editor/?tip bar=homge

Computer heifl3en so, weil sie besonders gut rechnen kdnnen. Bei der Multiplikationsaufgabe haben wir

diese Fahigkeit gar nicht verwendetitMem Operator kann man den Computer ein Produkt
ausrechnen lassen.

Uberpriife, was die Anweisung macht.

Aufgabe 1
Schreibe ein Programm, das fragt "Was ist 4*7?" und dann das Ergebnis ausrechabhéndig
davon, ob die Eingabe richtig oder falsch ist eine Riickmeldung gibt.

Aufgabe 2
Schon ware es, wenn der Computer eine beliebige Multiplikationsaufgabe anzeigen kénnte. Auch daftr

findet man einen Operator . Diese Aufgabe ist super schwierig und es kann sein,
dass du eine Hilfe bendtigst. Diese Elemente bendtigst du zur Lésung:

Aufgabe 3

Nun kannst du ein Programm schreiben, das eine beliebige Multiplikationsaufgabe und auf die Eingabe
reagiert.

Dazu musst du die Zufallszahl speichern (Daten, Neue Variable, a bzw. b)

Mit der Schleife(Bereich Steuerung) kann man einen Programmteil wiederholen.

Aufgabe 4
Was macht wohl dieses Programm? (Daten, Neue Variable, a)

Aufgabe 5
Schreibe nun ein Programm, das 10 Multiplikationsaufgaben der Reihe nach stellt und zahlt, wie viele
Aufgaben richtig geldst wurden. Ab 8 richtigen Aufgaben gibt es "Super" aus.
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IProgrammieen mit PocketCode(3)
Computerheil3en so, weilis besonders gut rechnen kénnen. Bei der Multiplikationsaufgabe haben wir
diese Fahigkeit gar nicht verwendet. Mit dem Fornfaditor kann man den Computer rechnen lassen.

Uberprife, was die Anweisung macht.

Aufgabe 1
Schreibe ein Programm, das fragt "Was ist 4*7?" und dann das Ergebnis ausrechnet und abhangig
davon, ob die Eingabe richtig oder falsch ist eine Riickmeldung gibt.

Aufgabe 2
Schon ware es, wenn der Computer eine beliebige Multiplikationsaufgabe anzeigen kénnte. Auch daftr
findet man eine Funktion . Diese Aufgabe ist super schwierig und es kann sein, dass du eine
Hilfe bendtigst. Diese Elemente benétigst du zur Losung:

] VA JepvP &E P YU ] &uvid]}vvs & ]Jv ~7u oe pv eu( oo ~TUBe ~1
Aufgabe 3

Nun kannst du ein Programm schreiben, das eine beliebige Multiplikationsaudtglbeind auf die
Eingabe reagiert.
Dazu musst du die Zufallszahl speichern (Daten, Setze Variable, a bzw. b)

Mit der Schleife(Bereich Steuerung) kann man einen Programmteil wiederholen.

Aufgabe 4
Was macht wohl dieses Programm? (Daten, Neue Variable, a)

Aufgabe 5
Schreibe nun ein Programm, das 10 Multiplikationsaufgaben der Reihe nach stellt und zahlt, wie viele
Aufgaben richtig geldst wurden. Ab 8 richtigen Aufgaben gibt es "Super" aus.
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Mkid 6-09-11 Programmieren

Verlaufsplan t alle drei Stunden

Aunr Y N Z%0 EJVV W uv> XY 22 E EV

Y Jvlio &

IAX > ZE E

1% W YW ESv E E ]3

& hyY (EPv vEA] Il ov

DieZeitangaben dienen nur zur groben Orientierung! Insbesondere hangt es sehr stark vom
individuellen Unterrichtsverlauf ab, ob 2 oder 3 Nachmittage bendétigt werden.

Phase / Zeit L/ SuSs Medien

Erste Stunde

1. Einstieg Lerklart, was man unter "Programmieren” versteht, und | Beamer
Demonstration stellt die verwendete Programmierumgebung an einem | ggf.

10 Min. Beispiel vor. Arbeitsblatt 0

2. Erarbeiung

SuS bearbeiten dasrbeitsblatt 1.

Arbeitsblatt 1

PA Evtl. wird die erste Aufgabe im Plen@redigt. Computer bzw.

30 Min. L gibt individuelle Hilfestellungen Smartphone
(evtl. mit
Kopfhorer)

3. Plenum Die Losungen der Aufgaben werden vorgestellt. Beamer

FEU 15 Min.

Zweite Stunde

1. Einstieg Wiederholung der wesentlichen Ergebnisse der letzten | Beamer

FEU 10 Min. Stunde.

2. Problemstellung | Intensive Vorbereitung der Partnerarbeit, z.B. indem ma

FEU 10 Min. die Verzweigung an Alltagssituationen bespricht, die

zugehorigerAnweisungsblécke verdeutlicht, usw.
3. Erarbeitung SuS bearbeiten dasrbeitsblatt 2. Arbeitsblatt2

PA 25 Min.

Computer 1A X

Dritte Stunde

1. Einstieg Wiederholung der wesentlichen Ergebnisse der letzten | Beamer
FEU 10 Min. Stunde.
2. Erarbeitung Arbeitsblatt3 t Aufgabe 1 bis 3 Arbeitsblatt3

PA 15 Min. Computer bzw.Y
3. Plenum Besprechung der Aufgaben Beamer
FEU 10 Min.

4. Lehrervortrag
5 Min.

Die Schleife als Steuerungselement

5. Erarbeitung
PA 20 Min.

Arbeitsblatt3 t Aufgabe 4 und 5

Computerbzw. Y

6. Plenum
FEU 5 Min.

Vorstellung der fertigen Programme

Beamer

7. Ergénzungen

Mogliche Erweiterungen der Aufgabe mit Lob auf
verschiedenen Steh

Computerbzw. Y
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Mkid 6-12B Folgen

[Sachanalyde

Funktionen der Form f: IN IR rennt man reelle Zahlenfolgen, kurgolgen
IN sei hier di Menge der nattrlichen Zahlen einschlieRlich der Null.

Beispiel: f mit f(n) = 2n + 1.

Durchdiec JvP « Z@E vI§ ~ (]Jv]8]}veu VP 0 ee v ¢] Z ] &uvlIs]}veA ES
&}oP vPo] €& € Z]Z v Z u(sZE] vU Z] EW iV iV AV 6V Y
Auler derexpliziten Festlegungnithilfe eines Funktionsterms eréffnet dies die Mdglichkeit der so
genanntenrekursivenFestlegungunter Verwendung eines Anfangswertes und einer
Rekursionsvorschrift (z.B. f(0) = 1 und f(n-1) +2 fir n > 0).

Arithmetische Folgersind explizit festgelegt durch einen Term der Faram + abzw.
rekursiv durcH(0) =a und f(n) = f@d) + bfirn > 0.

Geometrische Folgerind explizit festgelegt durch einen Term der Farnb" bzw.
rekursiv durch(0) = aund f(n) = b - f(R1) fur n > 0, jeweils fur reelle a und b.

Zum Beispiel durch Ausmultiplizieren erkennt man, dass fur die Folge f
derQuadratzahlen(f(n)=rf u]8 u &}oP v v( VP 1V iV)de&/re&sive Barstellung mit
f(0) = 0und f(n) = f(n1) + (2nt 1) fir n > 0 gilt.

Man addiert also der Reihe nach die ungeraden Zahlen.

Wegenf(n) = f(nl) + (2nt1) =f(rl) + (nt1) + n kénnte man sich die Rekursion auch so merken:
Die nachste Quadratzahl erhdltst du, indem du die alte und die neue Basis addierst.
7?=G+6+7

Ein beliebtes Aufgabenformat]v i @& E3§ A}v - /v 3 $sbdas Auffinden einer
Rekursionsvorschrift bzw. einer Fortsetzung zu einem gegebenen Folgenanfang.

Eine aus mathematischer Sicht verwandte Aufgabenstellung ist das Auffinden eines Folgenterms zu
einem Folgenanfang bzw. zu einer gegebenen Rekursion.

Es liegt auf der Hand, dass #iertsetzung eines Folgenanfangs nicht eindeusig Die Annahme ds
Gegenteildgst ein weit verbreitetes Missverstandnis.

Zum Beispiel sind mégliche Folgenterme zum Folgenanfang f(0) = 1; f(1) = 2; f(2) = 4:
2" 0,5-4+0,5.n+1; Ht2,5r+2,5-n+1; Zht5,5-r°+4,5-.n+1; 3ht8,5:+6,5-n+1 usw.

Allgemein findet man zu jedem Folgenanfang der Lange k+1 eindeutig ein Polynom méaeimal k
Grades und damit natirlich unendlich viele weité&heren Grades
Interpolationsformel vobAGRANGEIr das obige Beispiel:

Eine geniale Konstruktion: Setzt man fur x die Zahlen 0; 1 oder 2 ein, so haben stets zweiRléicteei
den Wert O, der dritte den Wert 1. Durch die Gewichtung mit dem betreffenden Funktionswert erhalt
man das Gewiinschte.
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Mkid 6-12B Folgen

Didaktische Bemekungen und Unterrichtsablauf:

Drei Aufgabenformatewerdenmit jeweils eirem Arbeitsblattbearbeitet:
X zueiner gegebenen Rekursion einen Folgenanfang weiterfiihren
X zu einem Folgenanfang eine Rekursion finden (hier ist, ohne dies weiter zu thematisieren, an die
cv Ze<30] Pv A~ Z IuE-]}v P ZSe v v v( VP (}ES. 81 v
X zu gegebenen Folgengliedern (hier: 1) einen Folgenterm finden

Zum Einstieg:

Zunachst: Wiederholung der Quadratzahlen @4 und der Zweierpotenzen
(bis 2) in spielerischer Fornz.B. MatheFuRball

Dann: Erérterung der Fragen zur Quaefajurenfolge (vgl. Abb. rechts):

- Aus wie vielen Strecken besteht jede Figur?

- Wie viele Strecken kommen von einer Figur zur nachsten dekurév)?

- Wie kann man von der Anzahl der Quadrate in einer Figur direkt auf die
Anzahl der Strecken schlieR3g@xplizit)?

€&}oP W o6V 6V iiv {iiV ioVY n cluu & c=i’

Vor der Bearbeitung dekrbeitslatter wird manjeweilszunéchseinige Beispiele gemeinsaifs.u.)
besprecherund dieSchilerinnen und Schiilésu$ dann selbstandig rechnen lassébie Lehrkraft
kontrolliert, ob die SuS di@ngebotene Probemdglichkeitvahrnehmen, sie sollen die erfolgreich

ME ZP (°ZES WE}9™u]33]¥ReU pzZ ] & ]380 35iX ] A Eups §
Zahlenpaaren der Tabelle verifiziert werden.
Das Suchfeld bei den Arbeitsblattern bewegt sich hauptséachlich im Bereich der arithmetischen und
geometrischen Folgen sowie der Folge der Quadratzahlen (s.o0.).

Zum Arbeitsblatt 1(rekursiv t Blickrichtungvon links nach rechts)
X Addiere immer 2,7Startzahl: 4,5
X Multipliziere immer mit 3; Startzahl: 1
x Addiere immer 2 und nimm dann den Kehrwestartzahl 1

Zum Arbeitsblatt 2 (rekursiv t Blickrichtungvon links nach rechts)
X 5:485:4,7, oURAAV Y  /subtrahiere immer 0,15
x 1600; 800; 400; TiiV Y AEdividiere immer durch 2

X 225;196; 169; 144;Y AEQuadratzahlen riickwarts
Zum Arbeitsblatt 3:(explizit t Blickrichtung paarweisevonoben nach untep
X 1 2 3 4 5 Nummer
15 3 45 6 7,5 ANummermal 1,5

x 1 2 3 4 5 Nummer
12 22 32 42 52 ANummer mal 10 plus 2

X 1 2 3 4 5 Nummer
1 8 27 64 125 ANummer hoch 3

Ziele:
- Kopfrechnent auch: Briiche und Dezimalzahlen
- Kenntnis der Quadratzahlen und Zweierpotenzen
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Mkid 6-12B Folgen

Fihre die Folge weiter bis zur angegeben(Probe!).

1.) Adiiere immer 7: iV {1V ¥OW WYY Y W YY Y W YY Y W Yy Y YBg

2.) Subtrahiere immer 9: 81TV 38710V YOMIiW YWYW YWY WY YWYYY \@

3.) Addiere immer 1,3: 1; 2,3; 3.6, YW YWYY. YW YVYWYWYY ‘@

4.) Addiere immer 0,6: 2,5; 3,1; 3,7YYYYV YYYV YYYV WYY W YYY ‘@

5.) Subtrahiere immer 0,8: 11V idUTV Y YWY WW Y Y VYWYV YWY \@
6.) Subtrahiere immer 1,4: 100; 98,6; 97,.2Y Y YV Y Y W YY Y VYWY W YY Y
7.) Multipliziere immer mit2: 2; 4; 8; YW YVYWV YYWYWYVYYWV YY
8.) Multipliziere immer mit5: iUiié6V iU‘léj\/YWWWWWWWYWWY
9.) Dividiere immer durch 2: 1536; 768; 384; YYY;YYYYYV YYY W YY Y VYWYV YYY \@
10.) Dividiere immer durch 5: 125000; 25000; 5000; Y Y Y;YYYYYV YWYV YYY V
11.) Multipliziere immer mit @;  625; 125; 25; YYYYW YW YW YYY

12.) Multipliziere immer mit2: 1; -2; 4, YYYWV YYWWYWYV YY YYY ‘@

13.) Addiere der Reihe nach die ungeraden Zahlen 9; 11; 13; 15 usw.:

16; 25; 36; 45Y YYYW Y Y VY Y V YWY W VY Y 169

14.) Addiere 1 und nimm anschlieRend den Kehrwett; ; ; YYW YW YYYVY YYV YYYY \D

15.) Addiere der Reihe nach; ; ; usw.. O; ; V WYY WYYYV YWD

** Wie heil3t der nachste Buchstabe in dieser Folge? A, C; F; J; O; ?
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Mkid 6-12B Folgen

Fihre die Folge witer bis zur angegebene (Probel!). Losungen

1) Addiere immer 7: 3; 10; 17 24; 31; 38; 45; 52 9

2.) Subtrahiere immer 9: 433; 424; 415406; 397; 388; 379; 37 9

3.) Addiere immer 1,3: 1; 2,3; 3,64,9; 6,2; 7,5; 8,8; 10, 9

4.) Addiere immer 0,6: 2,5; 3,1; 3,74,3; 4,9; 5,5; 6,1; 6,7@ 9

5.) Subtrahiere immer 0,8: 20; 19,2; 18,417,6; 16,8; 16,0; 15,2; 14, 9
6.) Subtrahiere immer 1,4: 100; 98,6; 97,295,8; 94,4; 93,0; 91,6; 90,88, 9
7.) Multipliziere immer mit 2: 2; 4; 8;16; 32; 64; 128; 256; 51 9

8.) Multipliziere immer mit 5: 0,008; 0,04,0,2; 1; 5; 25; 125 9

9.) Dividiere immer durch 2: 1536; 768; 384, 192; 96; 48; 24; 12 @ 9
10.) Dividiere immer durch 5: 125000; 25000; 5000; 1000; 200; 40; 8 9
11.) Multipliziere immer mit @;  625; 125; 25; 5; 1;0,2; 9

12.) Multipliziere immer mit2: 1; -2; 4;-8; 16;-32; 64;-128; 9

13.) Addiere der Reihe nach die ungeraden Zahlen 9; 11; 13; 15 usw.:

16; 25; 36; 4964; 81; 100; 121; 144169 9

14.) Addiere 1 und nimm anschlieBend den Kehrwett; ; ; ; ; ; D 9

15.) Addiere der Reihe nach; ; ; usw.. O; ; ; ; ; ; D 9

** Wie heil3t der nachste Buchstabe in dieser Folge? A, C; F; De@dbnachste Buchstabe heil3t; U.
ABCDEFGHRKLMNIPQRSUOVWXYZ
1 2 3 4 5 Buchstaben dazwischen
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Mkid 612B Folgen

Fihre die Folge weiter bis zur angegeben(Probe!) und gib an, wie du von einer Zahl zur
nachsten kommest.

1) 3; 9; 1521, YWYVYWWWYVYW‘@ YYYYYWXEXXYYYYKWYWYYYYY

2) 3;45 6; 7,5 YYYWV YYYV YWWWY‘@ YYYRKXY Y WY YKYYYYYYY

3.) 14; 115; 9; 6,5, YYYYV YW YYYY YYWYYYXRXXWY YYYYYYYXXKKYYYYX

4) 0,03;0,06; 0,12; 024, YWYV YW YWY YYYYYYYYWYYRKXXXYYYYXYYYYYY
5) 0,02; 0,1; 0,18,26 YYWYVYYWYYVYYY M YYXAXYYYYWYXY XYYYYYYX
6.) -26; -21; -16; -1iV YYYYWWYVYWWWYWWY YWY XXXYWYWHYYYYYYX

7.) 20,48; iiUTOV AUITVY WOAYWY WYY YV YW YW YXYYYWYOXYYYYYX

8.) 3L, TAUAV 11V YierUm VY YW WYWYVYW XYYWYWYYXXXYYYYXYYYYY
9.) 36; 49; 64; 8lYWYVYYWV YW YY YWY XYYYYYWWY XXXYYYYYYYYX
10.) 5; 6; 8; 1115; YYWV YW YW WY YYYXXYYY X¥YWYWKKKY X

11.) 3; 4; 2; 5iV YWYV YWWWYVYYYV YY XXYYYWYWYIYXXXYYYYXYYYYYY

12.) -21; -19; -15, 9V WYYV YYW YW YYYVY YV YW‘@ XXY YWYWY XXX XYYYYYYX

13.) 2181; 670V 1T0TVY YWV W W YWYWWYVYWD YY XX XXXYYYYY

14.) 81; 27; 54;18,YYW YV WYW YY YWY@ YYXXYYYYYYYXXXYYYYXYYYYYY

** Wie geht es weiter? YYYYYYYYYYYYYYYWWWWXYYYYYY
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Mkid 6-12B Folgen

Fihre die Folge witer bis zur angegebene (Probe!) und gib an, wie du von einer Zahl zur
nachsten kommst. Lésungen

1) 3; 9; 1521; 27; 33; 39; 45; 9 /Eimmer 6 addieren

2) 3;4,5 6; 7,5;9; 10,5; 12; 13,5 9 /Eimmer 1,5 addieren

3.) 14; 115; 9; 6,5;4; 1,5;-1; 9 /Eimmer 2,5 subtrahieren

4.) 0,03; 0,06; 0,12; 0,24; 0,48; 0,96; 1,92 9 AZimmer mit 2 multiplizieren

5) 0,02; 0,1; 0,18),26; 0,34; 0,42;0,50; 0,58; 9 /Eimmer 0,8 addieren

6.) -26; -21; -16; -11; -6; -1; 4; 9; 14; 9 /Eimmer 5 addieren

7.) 20,48;10,24; 5,12;2,56; 1,28; 0,64; 0,32; 0,16; 0,0 9 /Eimmer durch 2 dividieren
8.) 31,; 25,5; 20;14,5;9; 3,5;-2; -7,5; -13; 9 /Eimmer 5,5 subtrahieren

9.) 36; 49; 64; 81100; 121; 144; 169; 19 9 /AQuadratzahlen

10.) 5; 6; 8; 1115; 20; 26; 33; 4150 9 A+1|+2|+3|+4 usw.

11) 3; 4, 2;51;6;0;7; -1; 8 [4 9 A+1| t2|+3] t4 usw.

12.) -21; -19; -15; -9; -1; 9; 21; 35, 51; [6d 9 /E+2|+4|+6|+8 usw.
13.) 2181, 729; 243; 8127; 9; 3; 1; ; D 9 Aimmer durch 3dividieren

14)) 81; 27; 54; 1836; 12; 24; 8; 9 AE3|-2]:3]| 2usw.

** Wie geht es weiter? Etwa so:
Hier stehen die Ziffern 1; 2; 3; 4 und 5 jeweils mit Spiegelbild (Spiegelachse am linken Rand der Ziffer).
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Mkid 6-12B Folgen

Finde eire Regel, wie man mit der Nummer des Folgenglieds seinen Wert ausrechnen kann.

iXe ZPOW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer:

1

2

3

4

5

6

7

Wert:

4

5

6

7

8

9

10

IXe ZP oW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer:

1

2

3

4

5

6

7

Wert:

4

8

12

16

20

24

28

TXe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer:

1

2

3

4

5

6

7

Wert:

1

0,5

0,25

0,2

Tipp: Schreibe die Werte jeweils als Bruch.

OXe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer:

1

2

3

4

5

6

7

Wert:

1

4

9

16

25

36

49

AXe ZP OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer:

1

2

3

4

5

6

7

Wert:

4

-3

-2

-1

0

1

2

0Xe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1
7)RegelY Y YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 105 205 305 405 505 605 705

O0Xe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 16 25 36 49 64 81 100
O Rge YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 2 4 8 16 32 64 128
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Mkid 6-12B Folgen

Finde eire Regel, wie man mit der Nummer des Folgergls seinen Wert ausrechnen kanh.ésungen

1.) RegelNummer plus 3

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 4 9 5 9 6 9 7 9 8 9 9 9 10 9
2.) RegelNummer mal 4

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 4 9 8 9 12 9 16 9 20 9 24 9 28 9
3.) RegelKehrwert der Nummer (odef geteilt durch die Nummer)

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wwert: 19 Jos= o9 025= 9|02= 9

Tipp:Schreibe die Werte jeweils als Bruch.

4.) RegelNummer mal Nummefoder: Nummer zum Quadrat)

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 19 4 9 9 9 16 9 25 9 36 9 49 9
5.) RegelNummerminus5

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: -4 9 -3 9 -2 9 -1 9 0 9 19 2 9
6.) RegelNummer mal 0,3

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 0,3 9 06 9 09 9 1,2 9 15 9 1,8 9 21 9
7.) RegelNummer mal 100 plus 5

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 105 9 205 9 305 9 405 9 505 9 605 9 705 9
8.) RegelNummer plus 3 zum Quadrat

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 16 9 25 9 36 9 49 9 64 9 81 9 100 9
9.) Regel2 hoch Nummer

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 2 9 4 9 8 9 16 9 32 9 64 9 128 9
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Mkid 6-12 Folgen

[Sachanalyde

Funktioren der Form f: IN IR nennt maneelle Zahlenfolgen, kuizolgen
IN sei hier die Menge der natirlichen Zahlen einschlief3lich der Null.

Beispiel: f mit f(n) = 2n + 1.

Durchdiec JvP « Z@E vI§ ~ (]Jv]8]}veu VP 0 ee v ¢] Z ] &uvlIs]}veA ES
&}oP vPo] €& € Z]Z v Z u(sZE] vU Z] EW iV iV AV 6V Y
Auler derexpliziten Festlegungnithilfe eines Funktionsterms eréffnet dies die Mdglichkeit der so
genanntenrekursivenFestlegungunter Verwendung eines Anfangswertes und einer
Rekursionsvorschrift (z.B. f(0) =ubd f(n)=f(n-1) +2 fir n > 0).

Arithmetische Folgersind explizit festgelegt durch einen Term der Faram + abzw.
rekursiv durcH(0) = aund f(n) = f(nl) + bfir n > 0.

Geometrische Folgerind explizit festgelegt durch einen Term der Farnb" bzw.
rekursiv durcH(0) = aund f(n) = b - f(r1) fur n > 0, jeweils fiir reelle a und b.

Zum Beispiel durch Ausmultiplizieren erkennt man, dass fur die Folge f
derQuadratzahlen(f(n)=rf u]$ u &}oP v v( VP 1V iV) d&/retsive Baistellung mit
f(0) = 0 und f(n) = f(#1) + (2nt 1) fur n > O gilt.

Man addiert also der Reihe nach die ungeraden Zahlen.

Wegenf(n) = f(nl) + (2nt1) =f(rl) + (nt1) + n kénnte man sich die Rekursion auch so merken:
Die nachste Quadratzahl erhaltst du, indem du die alte und die neue Basis addierst.
7’=6+6+7

Ein beliebtes Aufgabenformat]v i @& E3§ A}v - /v 3 $sbdas Auffinden einer
Rekursionsvorschrift bzw. einer Fortsetzung zu einem gegebenen Folgenanfang.

Eine aus mathematischer Sicht verwandte Aufgabenstellung ist das Auffinden eines Folgenterms zu
einem Folgenanfang bzw. zu einer gegebenen Rekursion.

Es liegt auf der Hand, dass ertsetzung eines Folgenanfangs nicht eindeusty

Zum Beispiel sind mégliche Folgenterme zum Folgenanfang f(0) = 1; f(1) = 2; f(2) = 4:
2" 0,5-4+0,5.n+1; Ht2,5-+2,5:n+1; 2t 5,5-n+4,5.n+1; 3t 8,5-+6,5-n+1 usw.

Allgemein findet man zu jedem Folgenanfang der Lange k+1 eindeutig ein Polynom méaeimal k
Grades und damit natirlich unendlich viele weitere.
Interpolationsformel vobAGRANGEIr das obige Beispiel:

Eine geniale Konstruktion: Setzt man fir x die Zahlen 0; 1 oder 2 ein, so haben stets zwei der drei Briiche

den Wert O, der dritte den Wert 1. Durch die Gewichtung mit dem betrefferielarktionswert erhalt
man das Gewiinschte.
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Mkid 6-12 Folgen

Didaktische Bemerkungen undnterrichtsablauf:

Drei Aufgabenformatewerdenmit jeweils eirem Arbeitsblattbearbeitet:
X zu einer gegebenen Rekursion einen Folgenanfang weiterfiihren
X zu einem Folgenanfang eine Rekursion finden (hier ist, ohne dies weiter zu thematisieren, an die
cv Ze<30] Pv A~ Z IuE-]}v P ZSe v v v( VP (}ES. 81 v
X zu gegebenen Folgengliedern (hier: 1) einen Folgenterm finden

Zum Einstieg:

Zunachst: Wiederholung der Quadratzahlen (bi4§ 2dd der Zweierpotenzen
(bis 29) inspielerischer Forne.B. MatheFuRRball.

Dann: Erérterung der Fragen zur Quaefajurenfolge (vgl. Abb. rechts):

- Aus wie vielen Strecken besteht jede Figur?

- Wie viele Strecken kommen von einer Figur zur nachsten dazu (Rekursi
- Wie kann man von der Anzahl der Quadrate in einer Figur direkt auf die
Anzahl der Strecken schliel3en?

Bei den Arbeitsblattern wird man zunacleshige Beispiele gemeinsaifs.u.)besprecherund die

Schilerinnen und Schiléu$ dann selbstandig rechnen lassen. Das Suchfeld bei den Arbeitsblattern
bewegt sich hauptsachlich im Bereich der arithmetischen und geometrischen Folgen sowie der Folge der
Quadratzahlen (s.0.).

Zum Arbeitsblatt 1:
X Addiere immer 2,7Startzahl: 4,5
X Multipliziere immer mit 3; Startzahl: 1
x Addiere immer 2 und nimm dann den Kehrwestartzahl 1

Zum Arbeitsblatt 2:
Xx AV daUOAV dUOV dUAAV Y
X {o1iVv 611V o611V TiiVv Y
X 760V TAoV 11AV i6oV Y
Zum Arbeitsblatt 3:

x 1 2 3 4 Nummer
12 22 32 42  ANummer mal 10 plus 2

x 1 2 3 4 Nummer
6 3 2 1,5 /6 geteilt durch Nummer

Nummer
1 8 27 64 ANummer hoch 3

x

=
N
w
SN

Ziele:
- Kopfrechnen (auch: Briiche und Dezimalzahlen)
- Kenntnis der Quadratzahlen und Zweierpotenzen
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Mkid 6-12 Folgen

Fihre die Folge weiter bis zur angegebenen Zahl (Probe!).

1.) Addiere immer 7: iV iV 6V YYV YYVWIYYV YYV YYV

2.) Subtrahiere immer 9: 3iiV 818V B8iAV YYV YWE] YYV YYV YYV
3.) Addiere immer 1,3: iV TUTV TUoOV YYV Y YYV YYV YYV

4.) Addiere immer 0,6: TfUAV TUIV TUOV YYV \@V YYV YYV YYV
5.) Subtrahiere immer 0,8: TiVv iouUiv i6uUoV YVYV @V YYV YYV YYV
6.) Subtrahiere immer 1,4: fitlv. o66UoV 06UTV YYV V YYV YYV YYV
7.) Multipliziere immer mit 2: iv 6V 6V YYV YYV YYV YYV YYV
8.) Multipliziere immer mit 5: TUTiimyv iuiiiov iuUiiév Y@ YYV YYV YYV
9.) Dividiere immer durch 2: 606V i68V i6TV YYV YYW YYV YYV YYV

10.) Dividiere immer durch 5: TAITIV ATV 111V YYV YE32 YYV YYV

11.) Multipliziere immer mit 0,4:  66iUTAV TiTUAV {TAV FIV YYV YYV

12.) Multipliziere immer mit2: 1,-iV 8V YYV YYV 58V YYV YYV
13.) Addiere der Reihe nach die ungeraden Zahlen 9; 11; 13; 15 usw.:
fov 1AV 1oV 88V YYV f&dv YYV YYV YYV

14.) Addiere der Reihe nach die Zahle213;-4; 5usw.: 0; 1-iV iV YYV ‘@Y V YYV

15.) Addiere 1 und nimm anschlieRend den Kehrwert:1; V YYV YYV V YYV

16.) Addiere der Reihenach; ; ; usw.. 0;; V YYV Y YYV

** Wie heil3t der nachste Buchstabe in dieser Folge? A, C; F; J; O; ?
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Mkid 6-12 Folgen
Fihre die Folge weiter bis zur angegebenen Zahl (Probe!) und gib an, wie du von einer Zahl zur
nachsten kommest.

iXe 1V 08V iAV YYV \@VYYXX/XWWY/YWWWYYYYYYY

V. TUGBV YY1 YWX WWWY YWY YWYYAWY Y

X
<
-
C
(@)
(@l

iXe TV TUIV U8V YYV YYYWWXWWYYYXWVYYWWWX
0Xe TUITV 1UIiV iUﬁYVYYXX/XWWWYXYYYYYYX

AXe TUITV 1UiIV 1UidV YY Y‘WY)Y)Y)VYWWWXYYYYWYYYX
6.) -11;-6; -iV YYV YYV YY@ YYWYWY XXXW Y Y Y XYYYYYYX
0Xe jiUTOV AUITV 1TUAOV YYYVX)Y)YY/YWWYWWWYX
60X+ TAUAV 1TiV ieUAV YY YVYYX)(XYYVY)YWY/YYY
0Xe 10V 060V 00V 0iV YYYYVYXXXYYYVYWW‘WX
iiXe AV OV 0OV iiV YYV Y‘WYWWX/XWWYVYXYYWVYYYYX
iiXe TV oV 1V AV iV YYV@YYVY)‘Y)YX/YWWWXWWWYYYX

12.) -11;-10; -8; -AV YYV YYV YY@ YYWYWY XYXXW Y Y XYYYYYYX

(iXe 6TOV T8IV 01V YYV Y'Y VY YWXXX XXX XWWW XYY YYY
14) - ; 2,-0V YYV YYV [MB§ YWWWKXXYYYYXYYYYYYX

15) ; V iV YYV YYV Y@VYWWX/XXYWWYYXYYYYYYX

** Wie geht es weiter? YYYYYYYYYYYYYYY

Mkid 612 Folgen Arbeitsblatt 2 SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-12 Folgen

Finde eine Regel, wie man mit der Nummer des Folgenglieds seinen Alestechnen kann.

iXe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 4 5 6 7 8 9 10
IXe Z P oW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert; 4 8 12 16 20 24 28
B3)RegelY Y YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 1 0,5 0,25 0,2

OXe Z P OW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX

Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 1 4 9 16 25 36 49
5)RegellY Y Y YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: -4 -3 -2 -1 0 1 2
OXe Z P oW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1
7)RegelY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 2 5 10 17 26 37 50
OXe Z P oW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 16 25 36 49 64 81 100
9)RegelY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 8 16 32 64 128 256 512
fiXe ZPOW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 4 2 1 0,8

11)RegelY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 6 11 16 21 26 31 36
12)RP oW YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYXX
Nummer: 1 2 3 4 5 6 7
Wert: 7 10 13 16 19 22 25
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Mkid 613 Wairfelnetze

Sachanalyge

Hexou]v}e ~cYp @E 3+ Ze«o0]vPeinerd Wirfeb jugarmenfiigen lassen, nennt man
Wairfelnetze.11 Wirfelnetzesind moglich(s.u), die Anordnung vermittelt eine mogliche Systematik.
Wairfelnetze, die sich durcBpiegelungDrehung oder Verschiebung aufeinander abbilden lassen, also
kongruentsind, werderbei dieser Z&hlungls gleich angesehen.

Zwei Fragerstellen sich:

- Handelt es sich bei den dargestelltétexoming tatsdchlich um Wirfelnetze?
AEAntwort: Das lasst sich durch Faltenw.Zusammenfligen (in der Vorstellung odeithilfe von
ausgeschnittenem Papier oder Steckgtlberprifen

- Wie kann man sicher sein, dass es alle sind?
AEANntwort: Hierhilft eine Reihe vomeststellungerF1bisF7:

F1bisH: Hexoming, die finf Quadrate in einer ReilfEl) oder
die vier Quadrate in Form eines grolien Quadr#fe}

oder ] (°v( Ypu E S ]Jv & EuUu HYy » c, | ver
} €& (°v(Yp €& S ]Jv & E&u ]WH chr vsZ
konnen sicher kemWirfelnetz sein.

F5: BeiHexoming, die vier Quadrate in einer Reihe enthalten

~]+ Z2]1Z ]Jo S vv ]Jvvc'°ES &bnnen

die restlichen beiden Quadratécht auf derselberseiteliegen.

Die zugehtrigen Netza]§ cs] & &asnwmRndurch systematisches Probieren findegh. die
ersteZeilein der Abbildungben

F& Das Suchfeld ist jetzt eingeengt, es dirfen nur noch
drei Quadrate in einer Reihe vorkommen.

HeP Z v Alv ]+ Ec E ] E+5 vP |
Quadrat jetzt nur noch seitlich anbringen, und zwar nur
auf die beiden Arten A und B.

Durch systematisches Probieren unter Beachtung von F
F3 oder F4 erhalt man die vier Zwisokeifen Z1 bis Z4
und aus dieserschliel3lichalle Wirfelnetze mit einer

c E ] & +Sewdd ebenfalls vigs.o).

FTW ' Z§ « p Z }Zv ¢ E ] E-3 sl ehblAr, diese €igibt gich jetzt zwangslaufig
unter Beachtung von F2.
D § %Z}E]e Z '] ZvpvP v A] ¢cs] E E+3 VP ~ ueAXeidhgeinv TuE s E 3
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Mkid 6-13 Woirfelnetze

Didaktischer Kommentar

AuRBertalb des Plenums arbeiten die Schiled SchilerinnegSuSyu einer vorgegebenen
Problemstellung in der Regel themengleich allein aderweit Im Gegensatz dazu ist das Projekt
c&]v § o0 t°EtDieVestbrX3](SuvP A EP] § ]TVeamabdt derlyesameen
Lerngruppeangelegt. Das Gesamtprodukt, diarstellung alleelf Wirfelnetze, lasst sich im
vorgegebenen Zeitrahmen wohl nur arbeitsteilig von der gesarhégnguppe erstellen. Dies kdnnte
fur die SuSeine wichtige grundlegende Erfahrung sein.

Die Suche nach Wiurfelnetzen ist in naturlicher Wemestdifferenzierend Manche Su8nden mehr
Woirfelnetze oder Muster, die nicht in Wirfelnetzen enthalten sein kdnnen, andere weniger. Bei der
Identifizierung von Hexominos als Wiirfelne&zadbereitgestellte Steckerlhilfreich. Alternativ kann
diese Aufgabe gedankligeltst werden

Fur den Uberblick der Lehrkraft iiber das Geschehen ist es hilfreich, die elf Wiirfelnetze auswendig zu
kennen.Als Orientierungshilfe dienen dabdie systematisch angelegtékbbildungn auf deminfoblatt.
Hilfreich ist,den gesamten Suchprozess einmal selbst aktiv durchlafbaben.

DerAblaufgliedert sich wie folgt:

-Die®ISep Z vc(E J*v ZtE(ov Sl vUe«2Zv] v |-
die gefundenen Beispiele mit ihrem Namen. Dies offenbart den Beitrag Einze
an der Gesamtleistung.i®Lehrkraftwird darauf achten, dass beim

cN Zouees Jo N ] Ebeteligtem@u&inmal vorkommen.

Beim Suchen identifizieredieseauch Muster, die in einem Wirfelnetz nicht
v8Z oS v ¢ Jv |, vvBowDHeCE}E"N*X pn Z ] » c}o0 UPE Z
Mpu v8] &S pv IX X u]8 Jvuc o]3i*P I vvi] Zv

-/v Jvu Ee3 v Wovpu A E v I}JVPEP v t°E(ov §I pE Z p(]v v

Die $ISmachen Vorschlage fir eine Einteilung der Wirfelnetz8riumppen Die Einteilung nach dem

C

H(SE 8 Vv A}Jv cs] E E+*3 VP vAU c E ] E+*3 VP v» uv c*A ] E+3 vP v~ ]

darf de Lehikraft ggf. ein bisschen lenken.

- In einer zweiten Erarbeitungsphase arbeiten dis$v v E | " Ep%®s ¢P] "®E

C E] E+3 VP ~ pv c*A ] E+3 vP * 1] oP EleX&irelngizZ& mit\iererstange] v
% E} ] E o0 D,Po] ZI ]38 v peX” pesAX

- In einem abschlieRenden Plenum werden die Ergebnisse dokumentiert.

Ziele:

Die folgenden Problemldsestrategien kennenlernen bzw. erproben
- ein Problem in Teilprobleme aufspalten

- alle Falle deReihe nach abhandeln

- systematisches Probieren

- das raumliche Vorstellungsvermégen weiterentwickeln

- sich an mathematischer Betatigung erfreuen

Material:

- Schnittbogen und Scheren in ausreichender Anzahl, evtl. Farbstifte
- Magnete zur Fixierung der ausgeschnittenen Netze an der Tafel
- quadratische Steckerlévgl. Bilder) zum Ausprobieren
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Mkid 6-13 Woirfelnetze

- Damit es schoer aussieht: Am Auf3enrand der schwaxrZd.inien ausschneiden!
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Mkid 613 Wairfelnetze

erlaufspla

SuSY ~ Z°0 E]vv VvV PV

Y Jvio GE

N Zbreridebzw. LehrerY >
18 -Yew. Pahe@mhsen @& ]S

Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verfigung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlaufdiertiehrkrafistarker oder weniger
stark lenken bzw. die 6. Phase weglassen.

&hY (EPyv

Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg > ¢«5§ 00S <« WE}i IS c&]v § 00 d&@&( | Wirfelnetz
FEU 10 Min. - ¢ A}Zo | vv3 8 t°CE( ov 81 ~c<E M c<E plIn
-] c&°v( E*S vP » 0° Dues EU ¢ v]| pv c&ov( ¢
t°E( ov 81 v3Z 03 v «-PoDNvE~EE}X *S VP A o0
L stellt einen Preis, vergeben durch die Ve&gftung, in Modell oder
Aussicht. Tafelzeichnung
2. Erarbeitung | SuS - Steckerle
EA/PA 20 Min. e Z vV Ipv Ze3 pveSENISHE] ES v Z|-Schnittbogen
GoDpes v~ - Scheren
- versehen diese mit ihrem Namen und - Magnete
- befestigen sie mit Magneten an der Tafel.
L lobtund beobachtet berataberzuriickhaltend
3. Plenum | > 8Z u 8]*] &S ] c'o] ZZ ]8~ A}v t°(E| Ausgeschnittene
FEU 15 Min. SuS Wairfelnetze und

- identifizieren gleiché&Virfelnetze und

- PE°v v pv | vvi ] ZvGo D GSEE X
L initiiert ggf. eine Ergadnzung.

SuS machen Vorschlage zur Gruppenbildung.

L lenkt dabei auf die Klassenbildung nach Lange der
c”"s vP v~ X

c E-Bo
Dues &~ v
Tafel

vEA] | ov

4. Erarbeitung Il | SuS - Steckerle
EA/PA 15 Min. -ep Zvi]v v E] EUWB% v ~cs] E E| -Schnittbogen
c E] €+3 VP ~ pv c*A ] E+3 VP ~« v |-Scheren
fehlenden Wirfelnetzen und - Magnete
- begriinden durch systematische Betrachtung aller
moglichen Félle, dass es keine weiteren geben kann.
L lobtund beobachtef berataberzuriickhaltend
5. Plenum II SuS: Die Gruppen berichten den anderen von ihrer Tatigk{ Ausgeschnittene
FEU 15 Min. ] "®U%% c E ] E<5 vP ~ Z § Z] E Wirfelnetze und

erwischt.

Ggf. erst nach der Erarbeitung IV:

SuS und L fotografieren die vollstandige Sammlung an de
Tafel und schicken das Bild:an

[mkid@vectorstiftung.de|

c E-Bo
Dues E~ v
Tafel

6. Erarbeitung 11l
FEU 10 Min.

L und Su8etrachten im Detail alle Mdglichkeiten zur
c E] E+8 VP ~ ~APoX ~ Z v 0Ce « pv
] cEoDpes EM &1 ]+ &0

L zeichnet an der
Tafel

6. Erarbeitung 1V
EA/PA 5 Min.

SusS farben bei den elf Wirfelnetzen die im Wurfel

gegenuberliegenden Quadrate gleich

Farbstife

Mkid 613 Wirfelnetze Verlaufsplan
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Mkid 6-14 dreistellige Zahlen

Ziel der Stunde

Die Schuleinnenund Schile(SuS¥ollen anhand von Aufgabe 4 das systematische Probieren eintiben.
Die Aufgabe stammt aus der Begabtenférderung und ist ziemlich schwierig. Deshalb musste das
Kompetenzerleben besonders grol3 sein. Es birgt damit aber auch die Gefahr von Frustration, die
unbedingtdurch geschicktes Helferu vermeiden ist.

Die Aufgaben 1 bis 3 sind fir eine Eimfing in die Thematik gedachtabei haben abedie Aufgaber?

und 3 einen vom Problem unabhangigen kombinatorischen Aspekt. Sie sollten, wenn wenig Zeit zur
Verfligung stehtweggelassen bzw. als Zusatzaufgabe flr schBel¥erwendet werden.

Vorgehen bei den einzelnen Aufgaben:

Aufgabe 1

Hier kann man zwei Probleme erwarten.

1. Bei dreistelligen Zahlen kann vorne keine 0 stehen.

2.Die Anzahl der Zahlen von 1B13 999 ist nicht die Differer#9 t 100 = 899sondern 1 mehr. Das
erlautert man am besteso,wie in der Musterldsungezeigtwird.

Eine alternative L6sung geht in die Richtung von Aufgabe 2 und 3. AliZdfer hat man

9 Mdglichkeiten, fiir die 2ziffer 10Moglichkeitenund fur die 3 Ziffer ebenfalls 10dglichkeiten ergibt
insgesam® |10 |10= 900Mdglichkeiten.

Um die Multiplikation zu verdeutlichen, kann man 2 Stuhle aufstellen und 2dwmgl 3 Madchemach
vorne bitten Dann fragman, wie viele Mdglichkeiten es gibt, dass Parchen von Junge und Madchen,
der Junge links, das Madchen reglishauf die Stiihleetzen. Dann argumentiert man so:

Fir jeden Jungen gibt 3 Madchen, alse3= 2 |3 Moglichkeiten. Nun macht man dasselbe mit etwas
groReren Zahlen und leitet daraus die Regel ab.

Aufgabe 2
Hat man bei Aufgabe 1 die alternative Losung nicht besprochen, dann bendtigt man die Uberlegungen
jetzt.

Aufgabe 3
Als neue Schwierigkeit kommt hinzu, dgsgt eine Fallunterscheidun(glies verweist bereits auf die
Aufgabe 4nhotwendig ist. Ansonsten verfahrt man wie bei der Aufgabe 2.

Aufgabe 4

Zuerst sollte man herausarbeiten, dass eine Fallunterscheidung notwendig ist. Wenn die Zahl ndmlich
eine 0 enthalt, dann missen die anderen beiden Ziffern gleich grof3 sein. Das fiihrt auf den weiteren Fall
mit zwei gleichen Ziffern und keiner 0. Der dritte Fall heil3t dann "alle drei Ziffern verschieden".

Man wird z.B. erstinmal avild “suchen lassen, die Idee beschreiben lassen und dann in drei Klassen
einteilen.

Nun kann man je nach zur Verfliigung stehender Zeit die drei Félle (auch binnendifferenziert) arbeitsteilig
oder alternativ komplett irEinzelarbeibderin Partner oder Partnerinnenarbeibearbeiten lassen.

Dabei kommt es auf das systematische Aufsiti@n an. Dies sollte an einem Beispiel gezeigt werden,

z.B.W c¢ E{lesBuchstaberKombinationen (Permutationen) augas”™ X »
Ldsungads, asd, das, das, sad, sda.
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Mkid 6-14 dreistellige Zahlen

Hinweis: Schreibe deinen Lésungsweg genau auf!

Aufgabe 1
Wie viele dreigtllige Zahlen gibés?

Aufgabe 2
Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, die genau eine 9 enthalten?

Aufgabe 3
Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, die mindestens eine 9 enthalten?

Aufgabe 4
Wie vieledreistellige Zahlen gibt es, bei denen eine der Ziffern die Summe der beiden anderen Ziffern
ist?
Beispiele: 101 oder 110, denn1+0=1
224 oder ???,denn2+2=4
275 oder 257 oder 527 oder ???,denn2+5=7
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Mkid 6-14 dreistellige Zahlen

LOsungen

Aufgabe 1

Das sind @i Zahlen von 100 bis 999, also 900 Zal{ld@cht:999 t 100 = 899 Zahléh
Denn:von 1 bis 999 sind es 999 Zahiard von 1 bis 99 sind es 99 Zahlen,

also sind es von 100 bis 9999 = 900 Zahlen.

Allgemein giltvon abisb sind ed t(a tl) =bta + 1 Zahlen.

Aufgabe 2

Die 9 kann vorne stehen:

der Zahltyp 2Eliefert 9 |9 =81 Zahlendie ZehnerziffeiZund die EinerzifferEsinddabeiZiffem
zwischen 0 und gauch im Folgenden jeweils einschlieflich)

Die 9 kann in der Mitte stehen:

der ZahltypHOE o] ( % @ Zahlen die HunderterzifferH ist dabei eine Ziffer zwischen 1 und 8
(vorne darf keine 0 stehenjie EinerzifferEist dabei eine Ziffezwischen 0 und.8

Die 9 kann hinten stehen:

der ZahltypHZ6 o] ( @&S72¥ghlendie HunderterzifferHist dabei eine Ziffer zwischen 1 und 8
(vorne darf keine 0 stehenllie ZehnerziffeiZist dabei eine Ziffezwischen 0 und.8

Insgesamhat man als@1 + 72 + 72 225 dreistellige Zahlen mit genau einer 9.

Aufgabe 3

Genau einmal die:9

es sind 225 Zahlen, vgl. Aufgabe 2

Genau zwenal die 9:

der Zahlyp H99 liefert 8 Zahlendie HunderterzifferH ist dabeieine Ziffer zwischen 1 und 8
der Zahlyp 92 liefert 9 Zahlendie ZehnerziffeiZist dabei eine Ziffer zwischen 0 und 8

der Zahtyp 9%liefert 9 Zahlen die EinerzifferEist dabei eine Ziffer zwischen 0 und 8
Genau dreimal die 9:

hier gibt es nur die eine Zahl 999

Insgesamhat man als®25+8 +9+9 +1 = 252 dreistellige Zahlen mit mindestens einer 9.

Aufgabe4

Fall 1:Die Zahl enthalt eine Ziffer Null.

(2]1]0), (2|2]0), (3|3]0), ..., (9]9]0) sind 9 Zifferngrundkombinationen.

(2|1]0) liefert folgende Zahlen: 110, 101

Jede Zifferngrundkombination liefert 2 gesuchte Zahlen, insgesamt entstehen aus den 9
Zifferngrundkombinationen also 18 Zahlen mit der gesuchten Eigenschatft.

Fall 2:Die Zahl enthalt zwei gleiche Ziffern, die Ziffern sind von Null verschieden.

(211]2), (2|2]4), (3|3]6), (4|4]8) sind 4 zifferngrundkombinationen.

(1|1]2) liefert folgende Zahlen: 112, 121, 211

Jede Zifferngrundkombination liefert 3 gesuchte Zahlen, insgesamt entstehen aus den 4
Zifferngrundkombinationen also 12 Zahlen mit der gesuchten Eigenschatft.

Fall 3:Die Zahl besteht aus drei verschiedenen Ziffern, alle Ziffern sind von Null verschieden.
21213), (1)3]|4), (1]4]5), ..., (1]8]9) sind 7 Zifferngrundkombinationen

(1]2|3) liefert folgende Zahlen: 123, 132, 213, 231, 312, 321

(21315), (2|4]6), (2|5]7), ..., (2]|7]9) sind 5 Zifferngrundkombinationen

(314]7), (3]5]8), (3|6]9) sind 3 zifferngrundkombinationen

(415]9) ist eine weitere Zifferngrundkombination

Jede Zifferngrundkombination liefert 6 gesuchte Zahlen, insgesamt entstehen aus den 16
Zifferngrundkombinationen also 96 Zahlen mit der gesuchten Eigenschatft.

Insgesamyibt es also 12Bahlen mit der gesuchten Eigenschatft.
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Mkid 6-14 dreistellige Zahlen

erlaufspla

Au” Sthilerinev pv ~ Z°o & >Y > ZG'&WWVEBAE E|ZZE B % E Z

Y Jvio & |8 ienYzWP&ERey @& 3 & hyY (EPvVv viA] Il ov &E
Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung! 3. bis 5. kénnen je nach Zeitbeggelassen
werden.

Phase / Zeit L / SuS Medien

1. Einstieg / L teilt Arbeitsblatt aus und gibt den Auftraufgabel | Arbeitdblatt
PA 10 Min. zu bearbeiten.

2. Ergebnissicherung | Besprechung defErgebnisse Tafel

FEU 5 Min.

3. Losen der Aufgbe2 | L und SusS losen inAdie Aufgbe?2. Tafel /
(optional) Dabeisollte herausgearbeitet werdendass man Arbeitsblatt
FEU 10 Min. multiplizieren (nicht: addieren!) muss.

zX XN&nrcde 9 vorne steht, hat mabeijederder
neunmaoglichen Zehnerzifferneun Mdglichkeiten fiir
die EinerziffeX »

L soll Beispiele aufschreiben.

4. Loésen der Aufgbe3 | L beobachtet und hilft mit Tipps. Sammlung von Arbeitsblatt

(optional) typischen Fehlern.

PA 15 Min.

5. Sicherung und Formulierung der Ergebnisse an der Tafel Tafel /
Reflexion (optional) Arbeitsblatt
FEU 10 Min.

6. Problemstellung SusS sollen Beispiele fur Aafig4 finden. Vorschlage | Tafel
Aufgabe4 sammeln

FEU 5 Min. Herausarbeitung der drei Fallunterscheidungen.

7. Erarbeitung SuS suchen fir jeden der drei Félle die moglichen | Arbeitsblatt
Aufgabe4 Zahlenkombinationen, evtl. noch ohne Permutation,

PA 20 Min. einer zweiten Phase wird dann permutiert.

L hilft vorallem bei der Systematik.

8. Ergebnissicherung | Zusammentragen der Ergebnisse an der Tafel oder § Tafel, Folie,
FEU 15 Min. Folienschnipseln und GProjektor bzw. Arbeitsblatt
Dokumentenkamera
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Mkid 6-15 Gefangnisiren

Das Gefangnis des Sultans

Jedes Jahr zu seinem Geburtstag begnadigt ein mathematikbegeisterter Sultan einige der Gefangenen in
seinem Gefangnis mit 1001 Gefangniszellen.

Das Vorgehen ist stets das gleiche: Am Morgen des Geburtstags werden alle Gefangenen in ihren Zellen
angekettet. Danach geht der erste Diener des Sultans durch das Geféangnis und 6ffnet jede Tur. Danach
geht der zweite Diener los und schliel3t jede zweite Tur. Es folgt der dritte Diener, der bei jeder dritten

Tur etwas verandertWenn die Tur offen ist, schlief3t er sie, wenn sie geschlossen ist, offnet er sie. Der
vierte Dienertutdagso ] Z u]3 i @& A] ES v d°EX €& (°v(3 ,((v &8} & + Zo]

Wenn alle 1001 Diener ihre Aufgabe erledigt haben, werden diejenigen Gefangenen von ihren Ketten
befreit und in die Freiheit entlassen, bei denen die Zellentlr offen steht. Allen anderen missen bleiben.

K«

a) to Z e¢]v ] cPus v~ o omlsovdigiemigénydie ein Gefangener sich wiinschen
koénnte, wenn er moéglichst schnell begnadigt werden méchte?
b) Warum sind genau diese Zellmmmern gut”®

Sachanalyse:

Durch Ausprobieren bei den niedrigeren Zellennummern findet man schnell heraus, dass bei den Zellen
1, 4, 9,16, 25 die Tur am Ende offen ist, bei den anderen Zellen zwischen 1 und 25 jedoch nicht. Dies
legt die Vermutung nahe, dass alle Quadratzahlen gute Zellennummern ergeben, was man an weiteren
Beispielen prifen kann.

Ob eine Zelle an Ende offen steht oder nicht, hdngt davon alhweZellennummer eine ungerade
Anzahl an Teilern hatQute Zell¢ oder eine gerade=(schlechte Zelje

Wenn man die Teiler einer Zahl sucht, so findet man diese in der Regel paarweise. Weil3 man zum
Beispiel, dass 3 ein Taild}v 87 ]+5 ~i|id A d7eU ¢} ]¢3id pnuzZ ]Jvd]o E A}v 81X
meistens Teilerpaare. Es gibt lediglich eine Ausnahme: Bei Quadratzahlen gibt es einen Teiler, der keinen
Partner hat, namlich die Quadratwurzel der Quadratzahl. Somit haben Quadratzahlen eine ungerade
Teileranzahl.

Ziele und Themen:

x FolgendeProblemltsestrategieanwenden:
- zunachst einige einfache Beispiele untersuchen
- aus Beispielen eine allgemeine Vermutung ableiten
X Beschéftigung mit Teilern einer Zahl, TeilerpaarenQuoedratzahlen
Rechendbungen zur Division und Multiplikation
X Freude an mathematischen Rétseln und Losungsstrategigmickeln

x
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Mkid 6-15 Gefangnisiren

DidaktischerKkommentaf

Die Aufgabe, alle guten Zellennummern zu finden, erscheint angesichts der vielen Zellen zunachst
schwierig. Da sich aber schnell erste Beispiele fir gute Zellen finden lassen, erlaubt die Aufgabe friihe
Erfolgserlebnisse. Mit Hilfe von Problemldsestrategien, die die Schilerinnen und $8u8pereits in
vorherigen Stunden kennengelernt habemR.:Endziffern bei Potenzeer Eulersche Polyederformel
konnen im Verlauf der Stunde wichtige Fortschritte erzielt werden. Dazu sollteStrdiegien

gemeinsam wieder in Erinnerung gerufen werden.

Zunachst hilft d# Strategiesystematisches Ausprobieremehrere Beispiele fur schlechte und gute
Zellen zu finden. Da dieuSunterschiedlich viele und auch verschiedene Zellennummern finden, ist die
Suche selbstdifferenzierend und ergibt durch Zusammenfassen der gemeinsamen Ergebnisse der
Lerngruppe schnell eine gréRere Zahl an Beispielen fir gute Zellennummern.

Das Uberpriifen, ob die vorgeschlagenen Zellen tatséchlich gute Zellen sind, trainiert den Umgang mit
Teilbarkeitsregeln und die Rechenfahigkeiten, da zum Finden aller Teiler einer Zahl dividiert oder
ChE} Z o E” uposd]%o]l] ES A E Vv upeeX

Beispiele untersuchernt mdgliches systematisches Vorgehen

Zelle @2 |3 |@]5 [6 |7 |8 (9 [10]11|12]13]14][QO]17
Welche |1 |1 |1 |1 |12 |2 |2 |2 |2 [2 |2 1 1 |1 |21 |2
Diener 2 |3 |2 |5 |2 |7 |2 |3 |2 |11|2 |13|2 |2 |17
kommen 4 3 4 |9 |5 3 7 |4
vorbei? 6 8 10 4 14 | 8
6 16
12

Diese Darstellung erméglicht systematisch das Identifizieren guter Zellen (O). Gleichzeitig erhalt man
einen Uberblick (iber die Teiler der einzelnen Zahlen.

Erkenntnisse aus den Beispielen

Um zu einer allgemeinen Regel zu gelangen, welche Zellen gut sind, misSeafalirdchst entdecken,
dass bei einer geraden Anzahl von Dienern, die an der#eleikommen die Tur an Ende zu ist, bei
einer ungerada die Tur am Ende auf. AnschlieRend beantwortet die Tabelle Ubersichtlich die Frage
nach guten Zellen, indem man die Anzahl der Diener an den einzelnen Zelleig&alite auch geklart
werden, dass die Suche nag@r Anzahl debDiener, die an der Zell@rbeikommenvergleichbar ist mit
einer Suche nach den Teileainer Zellennummer. Falls nétigann de Lehrkraftdazu nachfragen, wie
uviX X ]eo00 0i (3«3 003U} JVvEi~]v EOdUYe A}YE ]l}uusdX
Alle Entdeckungen de&uSsollten angemessen gelobt werden.

Entwickeln einer Begriindung der Quadratzahistermutung

Auch hier ist eine systematische und tbersichtliche Darstellung hilfreich. Im fregendtkelnden

Verfahren kann g Lehrkraftdie Erkenntnisentwickeln, dass die Teiler meistein Paaren vorliegen.
Dies kann an Beispielen und unter Verwendung von Farben deutlich gemacht werden:

Teiler von 42: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42

—

d Jo % & ~T|1i|A0Te
Bei Quadratzahlen wird das Auftreten eines Teilers dharner deutlich hervorgehoben:
Teiler von 36: 1, 2, 3, 4, 6, 9,12, 18, 36

}Zv W ESv E ~0|0ATO-"
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Mkid 6-15 Gefangnisiren

erlaufspla

Aun Y N Z°%0 EJvv vV pv N Z°%0 E >Y >ZE E]Jv IAX > ZE E
Y Jvio & |8 ienYzWPaERewrEit &Y hvs @®GEEdprach
DieZeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg L stellt das Ratsel vor dasBildder
10 min SuS beurteilen und begriinden, ob die ersten drei Zellen| Gefangniszellen
uG gute oder schlechte Zellen sind mit einem geeignetr

L motiviert, dass es gut wéralle guten Zellen zu kennen,
falls die ersten Zellen schon belegt sind.

Da man alle guten Zellen nicht sofort benennen kann, frg
L nach bekannten Problemldsestrategien.

SuS und L wiederholen Strategien, u.a. atarkrete
einfache Beispiele anschauen

L stellt Auftrag, unter den ersten (20 bis 30) Zellen
moglichst viele gute zu finden

Medium zeigen

2. Erarbeitung |
10 min
EA/ PA

SuS suchen zunachst mit beliebigem individuellem
Vorgehen gute Zellen.

L lobt, beobachtet, ermuntert weitere zu finden und gibt
ggf. vorsichtig dosierte Tipps

Heft

3. Sammeln, Ver
muten, Systema
tisieren

15 min

UG

SuS sammeln Beispiele fiir gute Zellen, prufen, begrind
SuS auBern (evtl. auNachfrage) eine allgemeine
Vermutung, welche Zahlen zu gutZellen gehéren.

L fragt nach einer Regel, wie man bei einer Zelle festste
ob es eine gute ist.
SuS formulieren Regelmderlauterndiesean Beispielen

L fragt nach einem systematischen Vorgehen, um Zellen
prufen.
SuS machen Vorschlage.

SuS und L wéhlen ein Vorgehen aus und wenden es aul
ersten 20 Zellen an.

Tafel (Notizen)

Tafel, Heft

4. Erarbeitung Il
ca. 10 min
EA/ PA

SuS prifen systematisch ca. weitere 20 Zellen und einig
weitere Quadratzellennummern.

SuS vergichen die Teiler bei guten und schlechten
Zellennummern und begriundeden Unterschied.

L lobt, beobachtet und gibt ggf. vorsichtig Tipps

Heft

Mkid 615 GefangnistirenVerlaufsplan Seitévon 2
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Mkid 6-15 Gefangnisiren

5. Begriinden SuS berichten von ihren Ergebnissen und Ideen Tafel

ca. 15 min > (°ZE&S v PE]J((cd Jo E% & N ]

uG ihn an Beispielen.

kurze EA Heft, Tafel

SuS untersuchen Nichtquadratzahlen und Quadratzahle
auf Teilerpaare und ziehen Schlisse fur das Ratsel.

UG
SuS formulieren Begrindung, warum genau die
Quadratzahlen gute Zellennummern ergeben. Tafel, Heft
L und SuS halten Begriindung fest

6. Erganzung | chNZBIN(E P WLtoZs]+8 ] PE,” S |Heft

ca. 5...10 min unter den 1001Zellen? (Sofort antworten, wer am

EA, PA nachsten daran liegt gewinnt.)

SuS suchen (ohne Taschenrechner) die gréf3te gute
Zellennummer.
SuS suchen und notieren alle guten Zellennummern.
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Mkid 6-16B Summentrick

Sachanalyse, didaktische Reduktion und Entscheidung:

Satz:Es gilt

Beweis:Durch vollstandige Induktion ed mithilfe der Summation der beiden folgen Zeilen:
i = ) = | = ¥+@2)+ (Al +n =Y
N+ (R +(RTe = Y-kiey = Y = T B ) =i

Um diesen Satz rankt sich die Geschjghter clo ]@awr”

CARLRRIEDRICEBAUR 1777 bis 1855, einer der bedeutendsten MathematiRer Schulan die GAURImM
Alter von neun Jahren ging, hatte nur ein Klassenzimmer. Der Lehrer wollte die élteren Schiler
unterrichten und stellte den jingeren Schilern die Aufgabe, die Zahlen vo®9kbiaddieren. Er hatte
dabei die Absicht, sie mindestens eine Stunde lang still zu beschéftigen. DeBAlgihatte die Losung
(4950) nach drei Minuten mithilfe eines Tricks errechnet. Wie hat er das gemacht?

Schreibt man die Aufgabe = T = T = Y = 606 =wiz&orstéhéndauiMdie ersten drei

Summanden und die letzten drei Summandédnnen Sechstklassienenbzw. Sechstklasslesehr gut

auf den Trick des Zusammenfassens geeigneter Summamikdas Ergebnis 49%@mmen:

i=T=1=Y =06 = 0606 = 060 A ~i = 60 = ~1 = 00O 400+ 50 HHO00B0Y = ~00
Kommentar zur Rechnung: Es sind 99 Zahlewl zwar 4Zahlenpaare~c W (E r#it ger Summe 100

unddie mittlere Zahl(1 + 99) : 2 = 5@allgemein: die Mitte zweier Zahlenaund bist(a+b): 2

Diese Version hat deviorteil, dass die Schilenenbzw. Schiledies selbst entdecken konnen. Die

Herleitung liber zwei Zeilen (s.0.) ist eleganter, die Formel ergibt sich direkt ohne weitere Uberlegungen
zur Anzahl der Paare ungdc® E]JP v» “"puu v vX ] ¢« & <v](( o] PS E Z & v]

Eine didaktische Entscheidungus Grunden der Nachhaltigkeder Einsicht und des Transtfer
Spektrums halten wir es fir sinnvoll, hier nicht auf die Formel oder denZailenTrick(s.o)
luz vXxX ] E ZvuvP A}v A E]] ES v p(P v cip &u™" 1«3 1A E v] z
] ¢} vZ (SpuvP* P A ZEo0 ]38 X &E &}lpue o] PE pu( u WE} oo E
X Bestimme die SummandeAnzahl
X Bestimme die ParcheAnzahlund dieParcherRSumme
X Bestimme das@ul3ere™und das innere”Parchen
X Bestimmebei ungerader Summandefinzahldie u]$5o0 & <« Zo. ~cD]S83 "o
Bei der Bestimmung dieser Einzelelemente treten Redundanzen ainDabe des aul3eren und
inneren Parchendient der Durchdringung des Sachverhali&n wird sicrschlie3licrauf die
Bestimmung der Parchefinzahl, der ParcheBumme und ggf. der Mitte beschranken.

Die Aufgaben beséftigen sich mit defeiden Typerl + 2 + 3 + ... +:0? (Typ Lund
m+(M+1)+(M+2)+ ..« (Typ2)
mit dem LOosungsansatz(1+2+3+ ... Hrt(1 +2 + 3 + ... + (1))

Ziele:

-D] WE} o uo,* *SCE S P] cP « Z] 18 ¢ 2Z Zv v ] sSEUISPE] ES v “puu
erproben dabei ist der LOsungsprozesgssbesondere die Identifizierung der beteiligten einzelnen

Elemente wichtiger als das Ergebnis.(!)

-D] WE} o0 uo,*» *S@E 3 P] Cc pU(*% 03 v ]vd ]Jo%E} o.u”1lvvvo Ev vV I
- Die Bedeutung der beteiligten Zahl¢Anzahl der Summanden, Anzahl der Parchen, Parchensumme,

Mitte) klarbenennen und unterscheiden

! Die Geshichte ist nicht verbiirgtAus didaktischen Griinden wird hier als letzter Summandalig99, und nicht t wie man oft liestt die
Zahl100 verwendet.

Mkid 6:16B Summentrick Infoblatt SeminarAFL(Gymnasiumstuttgart| Vector Stiftung



Mkid 6-16B Summentrick

Tafelanschrielund Aufgaben

Der Summentrick des kleine@Aur Y | inneres Parchen: 49+51 2) i=1=i= Y =0i=00=01| ParcherAnzahl: 22
1) i=1=i= Y =66=66=0606 A | ParcheaSumme: 100 SummanderAnzahl: 45 2= Y22+2394 =y 44+ I8 =
fi+2 = v&8+5061 =y 98+ B8 -~ ParcherAnzahl: 49 Auleres Parchen: 1+45 22 - 46 + 23 = 1012 + 23635
Y Z]"S ¢cW CE Z v ]Jo v*| Mitte: 50 ParcherSumme: 46
SummanderAnzahl: 99 Y A &0 | iii = Al A Mitte: (1+45):2 = 23
aulleres Parchen: 1+99 = 4900 + 50 4950 inneres Parchen: 22+24
3) i=1=i=Y =01=01=00 A |4) ii=ii=ii= Y =066=060=0| Weitere Aufgaben vom Typ 1:
64 Summanden: 64 ist eine gerade | Unbekanntes auf Bekanntes 'flf'f Y f?',=_6~'f??~&0' | 6(]\ 'f‘
zuriickfihren (1): i=1=i= Y =n6=n6=A06 A 10/ oi =11 A

i 2! i | i =T=7i= ={i06=i00=1Tii Ol Tii
Zabhl, die Parchenbildung geht auf! A ~i=1=#28N79+80)t i=1=i= Y =i006=i060=1i1 A2000Q Tii A
ParcherSumme: 65 Y

’ ~i=T=T= Y =60=6=0° A
i trevttd t'[| t tttYﬁ ) . Weitere Aufgaben vom Typ 2:
32(32 53:)3 (40 Parchen mit Summe 81) fi=ti=fi= Y =61=81=800 A Y A
' (4 Parchen mit Summe 10 + Mitte 5)) T0=16=716= Y =0T=0THBG A XXX A
ParcherAnzahl: 32 Y A i1 | 0fA P Y
(4081t ~8]ii=n- 2 A t]18 @ p(P v uld ceZ,vur EP v]e uldz]o(

2080
n= 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| 31| 32| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39| 40| 41| 42| 43
n*(n+1)/2= | 55| 66| 78| 91|105|120| 136|153 | 171|190 210|231 | 253|276 | 300 | 325 | 351 | 378 | 406 | 435 | 465 | 496 | 528 | 561 | 595 | 630 | 666 | 703 | 741 | 780 | 820 | 861 | 903 | 946
44| 45| 46| 47| 48| 49| 50| 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59| 60| 61| 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70| 71| 72| 73
990 | 1035|1081 | 1128 | 1176 | 1225|1275 | 1326 | 1378 | 1431 | 1485 | 1540 | 1596 | 1653 | 1711 | 1770 | 1830 | 1891 | 1953 | 2016 | 2080 | 2145 | 2211 | 2278 | 2346 | 2415 | 2485 | 2556 | 2628 | 2701
74| 75| 76| 77| 78| 79| 80| 81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 8| 89| 90| 91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99| 100
2775 | 2850 | 2926 | 3003 | 3081 | 3160 | 3240 | 3321 | 3403 | 3486 | 3570 | 3655 | 3741 | 3828 | 3916 | 4005 | 4095 | 4186 | 4278 | 4371 | 4465 | 4560 | 4656 | 4753 | 4851 | 4950 | 5050

Mkid 6-16B Summentrick Tafelanschrieb und Aufgaben

SeminarAFL(Gymnaium)Stuttgart| Vector Stiftung




Mkid 6-16B Summentrick

erlaufspla

ApuNr Y N Z°%0 E]JVV VvV pv
18 inen-YozWw P&tteer @& ]S

Y Jvio GE

N Z°%0 E >Y >ZE E]v

Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verfuigung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlauf waridethkraft mehr oder weniger
lenken bzw. sich auf den Aufgabentyp 1 beschranken imé&kase Erarbeitung Il weglassen.

&hY (EPyv

1AX > ZE E
vEA] | ov

Phase / Zeit

L / SuS

Medien

1. Einstieg
FEU 5 Min.

> @€l Zos ] '+ Z] Z5 GAIRN qio |v ZE
die Uberschrift und die Initialaufgabe in geeignet
suggestiver Form wie folgt an die Tafel:

1)i =T =17=Y =006 = 0606 =00 A M

Tafel

2. Erarbeitung |
EA/PA 20 Min.

SuS

- suchen nach dem Trick und dem Ergebnis

L stellt ggf. weitere Aufgaben vom Typ

i=1T= ¥YlFne?

(z.B.n=11 AProbe durchAufsummieren)

als Puffer, bis alle SuS die Initialaufgabe geldst haben
L lobt,aberbeobachtet und berat sehr zurlickhaltend

Heft

3. Plenum |
Aufgabenyp 1.
i=1= Y =v A M

FEU 20 Min.

L sammelt die Erkenntnisse und schreibt an die Tafel
i =17T= Y =00 = AB=x98FE2Z Y

(Zahlen der betreffenden Paare gleich farben hmniv.
Bdgen verbinden)

weiter: vgl. Tafelanschrieb

L macht die Probe mit der Anzahl der Summanden
mandlich.

L und SusS lésen zusammen ndidsem Musterdie
Aufgaben2.)und 3.)

(Dokumentation beB.) verkirrzt und unter Verwendung
einer Skizze vgl. Tafelanschrieb)

und erkennen

- die Fallunterscheidung nach n ungerade / gerade
(die Mitte kommt als Summand vor / nicht vor)

- die Mitte von zwei Zahlen als ihren Durchschnitt

Tafel / Heft

4. Erarbeitungl|
Aufgabenyp 2:
u=~u=ie = Y

FEUEA/PA 15 Min.

L stellt die Aufgabd.):
ii =ii=i1T=Y =006 =066 =0i AM

1 SuSsollen erkennen, dass man diese (neue) Aufgabe au

bereits bekannte Aufgaben zurlickfiihren kann (Strategie

Tafel /Heft

5. Ubung
EA / PA 30 Min.

L stellt je nach Situation weiterufgaben

(vgl. Blatt Tafelanschrieb und Aufgaben).

SuS bearbeiten diese selbsténdig, die Dokumentation ka
jetzt knappsein (vgl. Tafelanschrieb 44)).

L lobt,aberbeobachtet und berét zuriickhaltend

Tafel / Heft

Mkid 6-16B Summentrick Verlaufsplan
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Mkid 6-16 Summentrick

Sachanalyse, didaktische Reduktion und Entscheidung:

Satz 1Es gilt

BeweisDurch vollstandige Induktion oder mithilfe der Summation der beiden folgen Zeilen:

1+ 2 +3 =Y =k =Y =2)+(nl)+n

N+ Rl +@Aie = Y -k-fFeyw = Y3=4+ 2 +1
Umdee v ~ 81 E VvI§ ] Z ] ~v] Z§ A E °EP3GURN Z] Z§ e clo Jv v
(CARLRRIEDRICEAUR 1777 bis 1855, einer der bedeutendsten Mathematiker):
Die Schulgin die GAaurim Alter von neun Jahren ging, hatte nur ein Klassenzimmer. Der Lehrer wollte
die alteren Schuler unterrichten und stellte den jingeren Schilern die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100
zu addieren. Everfolgtedabei die Absicht, sie mindestens eine Stunde lang still zu beschéftigen. Der
kleineGaurhatte die L6ésung (5050) nach drei Minuten mithilfe eines Tricks errechnet. Wedratas
gemacht?

Schreibt man die Aufgabe etwas suggestiv auf, konnen auch Sechstidassidszw . Sechstklassleauf

den Trick des Zusammenfassens geeigneter Summanden kommen:

i=1T=1T=Y =06 =006 =00 =il A 6= 0¥ = ~D& Blvic=MNi== i1l A
49-100 + 50 + 100 = 4900 +50 + 100 = 5050

Diese Version hat den Vorteil, dass den Losungswegelbst entdecken konnen. Die Herleitung tUber

zwei Zeilen (s.0.) ist eleganter, die Formel ergibt sich direkt ohne weitere Uberlegungen zur Anzahl der
Paareunddec® GE]P v "puu v vX ]« E <v](( o] PS§ E Z & v] Zz§8 p(

Eine didaktische Entscheidungus Grunden der Nachhaltigkeder Einsicht und des Transfer
Spektrums halten wir es fur sinnvoll, higcht auf die Formel oder den Zw2eilenTrick abzuheben.
] E ZvuvP A}jv A E]] ES v p(P v clp &pu™» 1«8 1A & v] 23 P vi «}
c} vZ (SuvP* P A ZEo0 ]*8 X & &}lue 0] P uX X p( u WE} ««
X Bestimme die SummandeAnzahl
X Bestimme die ParcheAnzahl mit gleicher ParcheBumme
x Bestimme die Mitte und das auf3ere und das innere Parchen
X B *SJuu PP(X v c° GEG]JP v~ "pduu v v
Bei der Bestimmung dieser Einzelelemente treten Redundanzen auf. Die Bestimmung des inneren
Parchensausgehend von der Mittedient der Durchdringung des Sachverhalts und bietet eine
Probemdglichkeit bezlglich der ParchkBamme.
Im Hinblick auf die Variationsaufgaben hier noch der Satz 2, der sich aus Satz 1 durch einige
Umformungen ergibt. b sei dabei der letzte Summand der arithmetis&®he b := a + (ri1)-d.

Satz 2: TAX Y

Ziele:

-D] WE} o uo,s «S& S P] cP ¢ Z] 18 ¢ Z Zv v ] «SCmedpa] ES v “puu
erproben, dabei ist der Losungsprozgasbesondere die Identifizierung der beteiligten einzelnen

Elemente wichtiger als das Ergebnis.(!)

-D] WE} o uo,* *S@E 3 P] Cc p(*% 03 v ]vd ]Jo%E} o.u”1lvvvo Ev vV I
- BEkennen, dasgwischen a und b (einschliel3lich)t (atl) Zahlen liegen und dass die Mitte der Zahlen

a und b gleich (a + b) : 2;idas sind zwei sehr alltagstaugliche Erkenntnisse

- Die Bedeutung der beteiligten Zahl&far benennen und unterscheidekbinnen
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Mkid 6-16 Summentrick

| Aufgaben+ Lésungeh

5)1i=id=ifi=Y=0i=01=017
73 t32 = 41 Summanden
ParcherSumme: 106

| tttYttd tof tt tttYty

33 52 | 54 |8

53

ParcherAnzahl: (411):2 = 20
restlicher Summand: 53

6.)1T=1i=1d0=Y=AA=A0=Mné
57 t21 = 36 Summanden
Parchenbildung geht auf!
ParcherSumme: 79

| tttYttd] tt] tf tttYey

B2 8 | 40 B

(39,5)

ParcherAnzahl: 36:2 = 18

7)i=1=A==%A=06=00 A Y
99 t49 = 50 Summanden:
(99 i«W17 A 00 c>° | vNe
Parchenbildung geht auf!
ParcherSumme: 100

| tttYttt to tf tttYty

i 49 | 51 B8

(50)

8)i=i=A=Y =06i=6i=6A A
85 t42 = 43 Summanden
(B5i«Wi A 81 c>° | vNe
ParcherSumme: 86

| tteYttd to tt tetYty

i 4 | &5 B8

43

ParcherAnzahl: (431):2 = 21

ParcherSumme: 100
| tetYttd tof tf tttYty
B 48 | 52 BB
50
ParcherAnzahl: (491):2 = 24
restlicher Summand: 50
Y A 10 | i1l 24591 A

z7

~{27282720622Y6127261
| v/

(88i«Wi|iT A i c>°
Parchenbildung geht auf!
ParcherSumme: 89
| tttYttt tof tf tttYty
i 43 | 46 B
(44,5)

ParcherAnzahl: 30:2 = 15
Y A if 183 A

Y ATl | iio 2781 A Y A id |42 A ParcherAnzahl: 50:2 = 25 restlicher Summand: 43

Y A 1A | 2600A Y ATi| 60184971 A
9)1=0=0=Y=00=00=00 A10)i=0=0=Y=01=0iA=006 A 11)ifi=i6=i6=Y=60=006=06i A|12)17=11=16=Y=061=00=0n
98 : 2 = 49 Summanden 88 t58 = 30 Summanden: 91tio A 66 "puu v Vv pv c>| 95tio A66 "puu v VvV uVv

~iAZi6ZYOBOZODBZDie
77 138 = 39 Summanden
((77tieWT A 706 c>0° | vhe
ParcherSumme: 106

| tttYttd to tf tttYty

15 51 | 55 @i

53

ParcherAnzahl: (391):2 =19
restlicher Summand: 53
Y Aid | i1T0286ThT A

79 165 = 14 Summanden
((79tieWo | A ONf
Parchenbildung geht auf!
ParcherSumme: 112

| tttYttg to tt tttYty
i 53 | 59 @B

(56)

ParchemrAnzahl: 14:2 =7
Y A O | 781 A

c>° | v

Mkid 616 Summentrick AufgabenLdsungen
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Mkid 6-16 Summentrick

Tafelanschriep

Der Summentrick des kleine@aur Y
1) i=i=i= Y =066=0606=060=1i
|+2 = Y4&+50861=Y
+98+@8+100 = 2
Y Z]"8ScW & Zv ]Jo
SummanderAnzahl: 100
auReres Parchen: (1;99)

V/\

inneres Parchen: (49;51)

ParchenrSumme: 100

ParcherAnzahl: 49

restliche Summanden: 50 und 100

Y A o606 | iii = Al = (i1 A
= 4900 + 150 5050

2) i=1=i= Y =6A=060=060
SunmmandenAnzahl: 87

aul¥eres Parchen: (1;87)
ParcherSumme: 88

Mitte: (1+87):2 =44

inneres Parchen: (43;45)

ParcherAnzahl: 43

restlicher Summand: 44
2= Y&8+4448= v g6+l =
43 - 88 + 44 = 3784 + 44828

3) i=1=i= Y =061=061=0606 A
74 Summanden: 74 ist eine gerade
Zahl, die Parchenbildung geht auf!
ParcherSumme: 75

| tttYttd tt tt tttYet

i 87 |88 74

(37,5)

ParcherAnzahl: 37

Y AT6 |26/ A

PIRN

4)) ii=ii=il= Y =66=60=0
SummanderAnzahl:
80 t(10tl) =80t9 =71

ParcherSumme: 90

| ttetYtt] to tt tetYty

10 44 | 46 BB

45

ParcherAnzahl: (711):2 = 35
restlicher Summand: 45
Y AifA | 6132954 A

Mkid 6-16 Summentrick Tafelanschrieb
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Mkid 6-16 Summentrick

erlaufspla

ApuNr Y N Z°%0 E]JVV VvV pv
18

Y Jvio GE

N Z°% &E
inlen-Yzw P@tteer @ ]S

>Y >ZE E]v

Die Zeitangben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verfigung stehender Zeit bzw. Unterrichtsverlauf vwaridethikraft starker oder weniger
stark lenken bzw. die 5. Phase weglassen.

&hY (EPyv

1AX > ZE E
vEA] | ov

/I Typ: natirliche
Zahlen von 1 ab
aufsummieren/

1+2= ¥ 006 = A1l = Al =Y = 86 = iiil A
(Zahlen der betreffenden Paare gleich farben bzw. mit
Bdgen verbinden)

Phase / Zeit L/ SuS Medien
1. Einstieg > EIl Zos ] '+ Z] 25 G qio v ZE | Tafel
FEU 5 Min. die Uberschrift und die Initialaufgabe in geeignet

suggestiver Form witlgt an die Tafel:

1)i =1 =1T=Y =66 =066 = 60 = iii A
2. Erarbeitung | SuS Heft
EA/ PA 20 Min. - suchen nach demrick und dem Ergebnis

L stellt ggf. weitere Aufgaben vom Typ

i=1T= ¥YlFne?

(n=10 AProbe durchAufsummieren und = 99)

als Puffer, bis alle SuS die Initialaufgabe geldst haben

L lobtund beobachtef aberberat sehr zuriickhaltend
3. Plenum | L sammelt di€erkenntnisse und schreibt an die Tafel Tafel /Heft

FEU 20 Min. weiter: vgl. Tafelanschrieb

L macht die Probe mit der Anzahl der Summanden

mandlich.

L und SuS Iésen nadlesem Mustergemeinsantdie

Aufgaben2.) und 3.) (Dokumentation be8.) verkirzt und

unter Verwendung einer Skizzesgl. Tafelanschrieb)

unter Einbezug des letzten Summanden bei der

Parchenbildung

(BemerkungBeim Einflihrungsbeispiel verfahrt man wege

e Ce Z,Vv VA uv ES E+)SA s v E-

und erkennen

- die Fallunterscheidung nach n ungerade / gerade (die

Mitte kommt als Summand vor / nicht vor)

- die Mitte von zwei Zahlen als ihren Durchschnitt
4. Plenum I L stellt die Aufgabd.) Tafel / Heft
/I Typ: natirliche fi=ii=i1T=Y = 66 = 66 = 61 A M
Zahlen von einer L und SusS lésatiesenach obigenmMuster gemeinsam (vgl.
beliebigen Zahl ab | Tafelanschrieh)
aufsummieren// Su3und erkennen dabedass zwischen a und b
EA/ PA 15 Min. (einschliellich) kt (atl) Zahlen liegen
5. Erarbeitung Il L stellt je nactsituation weitere Variationsaufgaben Tafel / Heft
/I Typ gerade/un SuS bearbeiten diese selbsténdig, die Dokumentation ka
gerade Zahlen auf | jetzt knapper werdenundvergleichen ihre Losungen mit | Blatt
summieren u.a.// | dem aushangenden Ldsungsblatt Aufgabent
EA/ PA 30 Min. L lobt,aberbeobachtet und berét zuriickhaltend Losungen

Mkid 616 Summentrick Verlaufsplan
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Mkid 6-17B Teilbarkeit

[Sachanalyde

SatzEs glten die folgenden Teilbarkeitsregeln:

Eine natlrliche Zallist genau danmlurch n teilbar(d.h. die Division z : n ergibt keinen Rest), wenn

X n =2 :die letzte Ziffer von z auf 0; 2; 4; 6 oder 8 lautet
X n =3 die Quersumme von z durch 3 teilbar ist
X n=4:die aus den letzten beiden Ziffern von z gebildete Zahl durch 4 teilbar ist
X n=5:die letzte Ziffer von z auf O oder 5 lautet
X n=6:zdurch 2 und durch 3 teilbar ist
X n =8 :die aus den letzten drei Ziffern von z gebildete Zahl durch 8 teilbar ist
X n=9:die Quersumme von z durch 9 teilbar ist
X n=10: die letzte Ziffer von z auf O lautet
X n=11:die alternierende Quersumme von z durch 11 teilbar ist
Beweis:

Fur n = 8 (entsprechend fur n = 4):

Die gegebene Zahl z sei

z=all0'+ a4 [l0" = YadlOP+ a l0t+ a L0’ (a; & v &vau; & sind die Ziffern von z).

Da 16 = 1000 durch 8 teilbar ist (1000 : 8 = 125), istdilrch 8 teilbar fir n 3.

z istalso genau dann durch 8 teilbar, wennll@” + a [LO* + & [LO° tdas istdie aus den letzten drei
Ziffern gebildete Zaht durch 8 teilbar ist.v

Fur n =9 (entsprechend fur n = 3):

Die gegebene Zahl z sei

z=all0'+ a1 [l0 = Y AO+all® (an; a-i v &uv & sind die Ziffern von z).

Es gilt: z=410" t1) + &1 (10" tie = Y, [A0 tl) +a+ a1+ ..+ a+a (3.

Die ersten n Summanden in der Darstelludgsind Vielfache von 9 und somit durch 9 teilbar.

Z ist also genau dann durch 9 teilbar, wenn@igersummevon z, das ist die Summe der letzten n+1
Summanden vond, durch 9 teilbar istv

Farn=11:

Die gegebene Zahl z sei

Z=an L0+ @n1 LOP" = ¥a lot+ a l0° (an; &ni v &uv & sind die Ziffern von z).
Es gilt: z=R[10" t1) + @n1 [10P™ + [o =+G [10'+1) +aon taona + ... tau+ & (I.

Es gilt firn 1: 10" t1=
~i1 = (e 412+ 10" t Y =fit10®) =11 | ~°M t10*?+ 16" tY =1it10°) und
101+ 1 =

~i1 = (22 410P3+ 10" t Yt10'+ 10) =11 | ~A? t10°3+ 10™ t Y t10' + 10).

Damit sind die ersten 2n Summanden in der Darstelluhielfache von 11 und somit durch tellbar.

Z ist also genau dann durch 11 teilbar, wennaliernierende Quersummeon z, das ist die Summe der
letzten 2n+1 Summanden vorj)(durch 11 teilbar istv

Die anderen Falle sind offensichtlich

DasPrinziplautet:
Betrachte die Reste bei der Division der Stufenzahlen doroh
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Mkid 6-17B Teilbarkeit

Didaktische Reduktion:

Bei der Fage nat der Teilbarkeit einer natirlichen Zahl z durch eine nattrliche Zahl n kann man z.B.
dasGruppenAufteilungsModell heranziehen. Eine Anzahl von z Personen soll in Gruppen zu jeweils

n Personen aufgeteilt werden. Die Frage, ob z durch n teilbar ist, geht damit tber in die Frage, ob alle
z Personen in einer solchen Gruppe der Gré3e n unterkommen oder ob Persongmigiben

Die Frage, wie viele Gruppen gebildet werden konnermabeinicht von Belang.

Exemplarisch fir n = 4 und 2234

stv iiii ~A & | TA1e WhniEn dlNeiv4er-Gruppenunter.

Von 100 (= 4 - 25) Personeonkmen allein 4erGruppenunter.

Es bleibt also nur die Frageh von 34 Personen alle in 4&ruppenunterkommen
34 ist nicht durch 4 teilbar, also 1234 auch nicht.

Hilfsregel(diese wird auf dem Arbeitsblatt verwendet):

Eine zweistellige Zahl ist nur dann durch 4 teilbar, wenn

- die Zehnerziffer gerade ist und die Einerziffer O; 4 oder 8 heif3t

- die Zehnerziffer ungerade ist und die Einerziffer 2 oder 6 heif3t.

Exemplarisch fir n =11 und z = 1234:
s}tv ilii ~A itil)@ersonend&ammenalle in 1ter Gruppen (FulRbaMannschaften!unter. Eine
dieser 91 Gruppen hat zunachst aber nur 10 Persoksfehlt alsonochl Person.
Von 100 (= 11-9 + Personen &mmen99 in 1ter Grupperunter. Es bleibt 1 Persditbrig.
Von 10 Personendknmenalle in einer 13er Gruppeunter. Dabeifehlt aber noch 1 Person.
1 Person &mmt nichtin einer 1%er Gruppeunter. Es bleibt 1 Persaibrig.

] 1176 A 0 = T|il = T[i11 = i|iiil W E-}3+2tDb= Persaneh idbrig.
Diese so genanntalternierende Quersummentscheidet allein tber die Teilbarkeit durch 11.
Ist diese alternierende Quersumme gleich 0, so heben sich die Anzahlen derer, die tbrig sind, und derer,
die noch fehlen, gerade auf.
Das Zahlenbeispi8619mit der alternierenden QuersummkELl zeigt, dass man mit denen, die Ubrig
sind, die noch nicht vollstandigen Gruppen auffillen und sogar noch eine neue Gruppe bilden kann.
Das Zahlenbeispiel 7491 mit der alternierenden Quersuntidezeigt, dasmanggf. eine bestehende
Gruppe auflésen muss.
Also: Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ialternierende Quersummedurch 11 teilbar ist, sonst nicht.

Bemerkung 1: Uber den Wert der Achfeegel kann man geteilter Meinung sein.

Bemerkung 2Schilerinnen und Schil@u$fragenSie eventuellc'] § ¢ 7ev-Z P oM”?
Entsprechend der Reste bei den Divisioaeh(Rest 1)10:7 (Rest 3)100:7(Rest 2)1000:7(Rest 6),
10000:7 (Rest 4),100000:7 (Rest 5)1000000:7 (Rest 1), uswheil3t die7er-Regel so:

Eine Zahl z ist genau dann durch 7 teilbar, wenn die gewichtete Quersumméch

1-mal 1-er-Ziffer +3-mal 10-er-Ziffer +2-mal 100-er-Ziffer +6-mal 1000-er-Ziffer +

4-mal 10000Ger-Ziffer +5-mal 100000er-Ziffer +1-mal 1000000er-Ziffer usw, durch 7 teilbar ist.
Alternative:1-mal 1-er-Ziffer +3-mal 10-er-Ziffer +2-mal 100-er-Ziffer t 1-mal 1000-er-Ziffer t

3-mal 10000er-Ziffer t 2-mal 10000Cer-Ziffer+ 1-mal 1000000er-Ziffer usw.

Beispiel: 312.368 ist durch 7 teilbar, deh +36 +2:3 1.2 t3-1 t2-3=21, 21 ist durch 7 teilbar.
Uber den Wert deer-Regel kann man auch geteilter Meinung sein.

Ziele:
- Teilbarkeitsregeln wiederholen und vertiefen; Kopfrechnen
- Sachvehalte auf den Kern reduzieren
Untersuchung der Stufenzahlen auf den Rest bei der Division durch n
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Mkid 6-17B Teilbarkeit

1. Teilbarkeitsegeln:

Eine Zahlst durch 2 teilbaryvenn Y X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X XX XX X X X X X

EineZahli3 pE Z i 8]0 EU A VY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

Eine Zahlist durch 4 teilbar, wenlY Y Y Y Y YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY)
oder YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY®

Jo EU A VY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY"

=1
(253

Eine Zahli§ & Z

Jo EU A VY YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

O
(/214

Eine Zahlis§ pnE Z

EineZahlid pE Z i1 §]Jo EU A vy YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

2. Herleitung der 9erRegelam Beispiel 234 234 =2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl deBer- | fur jeden Hunderter/ insgesamt Ubrig:
Gruppen Zehner usw. bleiben
(unwichtig): ubrig:
Y

Hunderter

Zehner

Einer

Summe:

Fur die Teilbarkeit durch 9 entscheidet die Quersumme:

3. Herleitung der 11eRegel fiir dreistellige ZahlemBeispiel 234 = 2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl der | fUr jeden Hunderter/ insgesamt Ubrig (+) /
11erGruppen | Zehner usw. bleiben fehlen (t):
(unwichtig): ubrig oder fehlen:
Hunderter 9 YXX ° E]}
Zehner 1 YXX ( Z0o3§
Einer 0 YXX ° E]l
Summe:

Fur die Teilbarkeit durchl entscheidet:

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

Mkid 6-17B Teilbarkeit Arbeitsblatt
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Mkid 6-17B Teilbarkeit

1. Teilbarleitsregeln:

Eine Zahlst durch 2 teilbarwenndie Einerziffer O; 2; 4; 6 oder 8 heibnst nicht.

Eine Zahist durch 3 teilbar, wenihre Quersumme durch 3 teilbar jstonst nicht.

Eine Zahlst durch 4 teilbar, wendie Zehnerziffer gerade ist und die Einerziffer 0; 4 oder 8 heif3t

oderdie Zehnerziffer ungerade ist umiie Einerziffer 2 oder 6 heif3$onst nicht.

Eine Zahlst durch 5 teilbar, wendie Einerziffer 0; odes heil3t, sonst nicht.

Eine Zahist durch 9 teilbar, wenihre Quersumme durch teilbar ist sonst nicht.

Eine Zahlst durch 10 teilbar, wendie Einerziffer O heil3sonst nicht.

2. Herleitung der 9erRegelam Beispiel 234 234 =2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl der 9er| fur jeden Hunderter/ insgesamt Ubrig:
Gruppen Zehner usw. bleiben
(unwichtig): ubrig:
Y
Hunderter | 100=11-9+1 11 1 2
Zehner 10=1-9+1 1 1 3
Einer 1 0 1 4
Summe: 2 + 3+ 4 = 9%Enoch eine

9er-Gruppe/keiner ubrig

Fur die Teilbarkeit durch 9 entscheidet die Quersumme:

Einerziffeplus Zehnerziffeplus Hunderterziffeplus Tausenderziffer usw.

3. Herleitung der 11eRegel fiir dreistellige ZahlemBeispiel 234 = 2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl der | fur jeden Hunderter / insgesamt Ubrig (+)/
11erGruppen | Zehner usw. bleiben fehlen (t):
(unwichtig): ubrig oder fehlen:
Hunderter | 100=9-11+1 9 1 tbrig 2
Zehner 10=1-11t1 1 1 fehlt -3
Einer 1 0 1 tbrig 4
Summe: 2 t3+ 4 =3 sind ubrig

Fur die Teilbarkeit durchl entscheidet:

Hunderterziffeplus EinerziffeminusZehnerziffer

Mkid 6-17B Teilbarkeit Arbeitsblatt Losungen
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Mkid 6-17B Teilbarkeit

erlaufspla

AunN Y feria¥ov pv N Z°o0 &E bzw.YehreZ E E]v
Y Jvio & |8 ienYzWP&ERey @& 3 & hyY (EPv v3A] Il ov
Phase 4. wird man je nach Zeit und Interesse der SuS stattfinden oder wegfallen lassen.
Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg SuS wiederholen die bis dahin bekannten Teilbarkeitsreg| Arbeitslatt
FEWz.T. EA PA (n=2; 3; 4;5;9; 10zunachst EA/PA. Teil 1.
20 Min. Teil 1. dedArbeitdblattes wird gemeinsam ausgefillt, die | ggf. Tafel 0.a.

angestrebte Hilfsregel zur Teilbarkeit durch 4 wird von de
SuS an der 4eReihe

4:8:12; 16; 20; 24; 28; 32; 36; 40; 44; 48; 52; 56; 60; 64
72; 76; 80; 84; 88; 92; 96

Y ]v W &I vvsX

> P] § PP(X Vv d]% %W chvs E- Z ]

« Zv EIJ(( E P E TAX « Zv E1](( @

SuS Uben die Teilbarkeitsregeln.

L stelltdazuAufgaben vom Typ

- Durch welche n (s.0.) ist 3345 teilbar?

- Wie muss die letzte Ziffer)xon 1234 lauten, damit eine
Teilbarkeit durch n vorliegt?

SuS erfindeselbst solché\ufgaben

2. Erarbeitung | L leitetmit den Su$lie 9er-Regel anhand des Arbeitdlatt
FEU 10 Min. Gruppenaufteilungdviodells her Teil 2.

ggof. Tafel 0.4.
3. Erarbeitung I SusS leiten diéler-Regefir dreistellige Zahleanhand des | Arbeitdlatt
EA/ PA dann FEU | GrupperAufteilungsModells her Teil 3.
10 Min. L unterstiitzt, insbesondere bei der Installation und ggf. Tafel 0.4.

numerischen InterpretationA } v @hlt »

Die1lerZ P 0 A]JE cP (] E3*W
- an Beispielen angewandt und bestéatigt (Uberpriifung du
Division)
A |J~A c
Zahlen
- SuS erkennen die beiden Falle
- Hunderterziffeplus Einerziffeminus Zehnerziffe= 0:
/Ees gleicht sich gerade aus
- Hunderterziffeplus Einerziffeminus Zehnerziffer= 11:
AEnoch eine weitere 11eGruppe kann gebildet werden

S ov” u]SZ]Régel deisidllige 1ler

4. Erarbeitung IlI
FEU 15 Min.

L informiertggf. SuS daruberyie die allgemeine 11eRegel
lautet (alternierende Quersumme) und thematisiert am
Zahlenbeispiel 7491, dass ggf. eine 1Geuppe aufgelost
werden muss.

L informiertggf. SuSiber die 6er, die 7er (ggf. nur fur

dreistellige Zahlen) und die 8&egel.
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Mkid 6-17 Teilbarkeit

[Sachanalyde

Es gelten difolgenden Teilbarkeitsregeln:

Satz 1Eine natirliche Zallist genau danmurch n teilbar
(d.h. die Division z : n ergibt keinen Rest), wenn

X n =2 die letzte Ziffer von z auf 0; 2; 4; 6 oder 8 lautet
X n=3:die Quersumme von z durch 3 teilbar ist
X n=4:die aus den letzten beiden Ziffern von z gebildete Zahl durch 4 teilbar ist
X n=5:die letzte Ziffer von z auf 0 oder 5 lautet
X n=6:zdurch 2 und durch 3 teilbar ist
X n =8 :die aus den letzten drei Ziffern von z gebildete Zahl durch 8 teilbar ist
X n=9:die Quersumme von z durch 9 teilbar ist
X n=10: die letzte Ziffer von z auf O lautet
X n=11: die alternierende Quersumme von z durch 11 teilbar ist
Beweis:

Fur n = 8 (entsprechend fur n = 4):

Die gegebene Zahl z sei

z=all0'+ a4 [l0" = YadlOP+ a l0t+ a L0’ (a; & v &vau; & sind die Ziffern von z).

Da 16 = 1000 durch 8 teilbar ist (1000 : 8 = 125), istdilrch 8 teilbar fir n 3.

z ist also genau dann durch 8 teilbar, wepr? + a |10' + & |10° t das istdie aus den letzten drei
Ziffern gebildete Zaht durch 8 teilbar ist.v

Fur n = 9 (entsprechend fir n = 3):

Die gegebene Zahl z sei

z=all0'+a1[l0 = Y O+ alt® (an; a-i v &uv & sind die Ziffern von z).

Esgilt: z=410" t1) + a1 (10" tie = Y @O tl)+an+aua+...ta+ta (I.

Die ersten n Summanden in der Darstelludgsind Vielfache von 9 und somit durch 9 teilbar.

z ist also genau dann durch 9 teilbar, wenn@ieersummevon z, das ist die Summe der letzten n+1
Summanden vond, durch 9 teilbar istv

Farn=11:
Die gegebene Zahl z sei
Z=anl0P"+ &n1 LOP™ = ¥allO'+ alC° (@n; @&ni v &y & Sind die Ziffern von z).
Esgilt: z=a[10"" t1) + @n1 (1P + Te =+¥a [10'+1) +an tagna + ...t +a (3.
Es gilt firn 1: 10" tl1=
~i1 = (e 41P2+10™ t Y =1it10%) =11 | Mt t10"2+ 16"t Y =1it10°) und
101+ 1=
~i1 = (o2 +10P3+ 10™ t Yt10'+ 10) =11 | ~2? t10°"3+ 16™ t Y t10' + 10).
Damit sind die ersten 2n Summanden in der Darstelluhielfache von 11 und somit durch tellbar.
z ist also genau dann durch 11 teilbar, wennaliernierende Quersummeon z, das ist die Summe der
letzten 2n+1 Summanden vor)(durch 11 teilbar istv

Die anderen Falle sind offensichtlich.

Satz 2Genau danpwenn die natirliche Zahl k uagade ist, ist die Summe von k aufeinander folgenden
naturlichen Zahlen durch k teilbar.

Beweisz+(z+1) = Y(z=#ktl)=kz+(1+2+3 =Yk tl)=kz+05(ktl)- k.

Der letzteAusdruck ist genau dann durch k teilbar, wenn @&t1) eine natirliche Zahl ist.
Das ist genau dann der Fall, went X eine gerade Zahl, k also eine ungerade Zahvist.

Mkid 617 Teilbarkeit Sachanalyse SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-17 Teilbarkeit

Didaktische Reduktion:

Bei der Frage nach der Teilbarkeit einer natlrlichen Zatiireh eine natirliche Zahl n kann man z.B.
dasGruppenAufteilungsModell heranziehen. Eine Anzahl von z Personen soll in Gruppen zu jeweils

n Personen aufgeteilt werden. Die Frage, ob z durch n teilbar ist, geht damit Giber in die Frage, ob alle
z Personen in einer solchen Gruppe der Grof3e n unterkommen oder ob Persorigmigiben

Die Frage, wie viele Gruppen gebildet werden kdnnen, ist hier nicht von Belang.

Exemplarisch firn =4 und z = 1234:

s}tv iiii ~A & | TAie WhnErglleiv4der Grupperunter.

Von 100 (= 4 - 25) Personeonkmen allein 4-er Grupperunter.

Es bleibt also nur die Frage ob von 34 Personen alleirGtupperunterkommen
34 ist nicht durch 4 teilbar, also 1234 auch nicht.

Exemplarisch fir n =11 und z = 1234:
s}v il ~A itil)dersonendmmenalle in 1ter Gruppen (FuRbaMannschaften!unter.
Eine dieser 91 Gruppen hat zundchst aber nur 10 Persdisbehlt alsonochl Person.
Von 100 (= 119 + 1) Personemkmen99 in 1ter Grupperunter. Es bleibt 1 Persdibrig.
Von 10 Personendtmmenalle in einer 13er Gruppeunter. Dabeifehlt aber noch 1 Person.
1 Person &mmt nichtin einer 1ter Gruppeunter. Es bleibt 1 Persdibrig.
] 170 Ao = i|il = T]iti = i]itii W E-}¥y+r2tb= Persaneh idrig.
Diese so genanntalternierende Quersummentscheidet allein tber die Teilbarkeit durch 11.
Ist diese alternierende Quersumme gleich 0, so heben sich die Anzahlen derer, die Ubrig sind, und derer,
die noch fehlen, gerade auf.
Das Zahlenbeispi@b19mit der alternierenden Quersummekl zeigt, dass man mit denen, die Ubrig
sind, die noch nicht vollstandigen Gruppen auffiillen und sogar noch eine neue Gruppe bilden kann.
Das Zahlenbeispiel 7491 mit der alternierenden Quersuntidezeigt, dasmanggf. eine bestehende
Gruppe auflésen muss.
Also: Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ialternierende Quersummadurch 11 teilbar ist, sonst nicht.

Bemerkung 1: Uber den Wert der Achfeegel kann man geteilter Meinung sein.

Bemerkung 2Schilerinnen und Schil@u$fragen ¢'] § « v *]Z P @M”
Entsprechend der Reste bei den Divisionen 7,0L00: 7; 1000: 7 usw. heil3t die SiebdRegel so:
Eine Zahl z ist genau dann durch 7 teilbar, wenn die gewichtete Quersumméch

1-er-Ziffer mall + 10er-Ziffer mal3 + 100er-Ziffer mal2 + 1000er-Ziffer mal6 +

10000Ger-Ziffer mal4 + 100006er-Ziffer mal5 + 1000000er-Ziffer mall usw, durch 7 teilbar ist.
Alternative:1-er-Ziffer mall + 10er-Ziffer mal3 + 100er-Ziffer mal2 t 1000-er-Ziffer mall t
10000er-Ziffer mal3 t 100000er-Ziffer mal2 + 100000€er-Ziffer mall usw.

Uber den Wert der Siebendtegel kann man auch geteilter Meinung sein.

Zu den Summen aufeinander folgemdahlen:

Hat man eine ungerade Anzahl von Summan#&ann man sehr schon den bereits gelernten
Summentrick (vgl. die gleichnamige Sitzung) anwenBerBeispiel:
123+124+125+126+127+128+129 = (123+129) + (124+128) + (125+127) + 126.=7 -
Diese Zahl ist durch 7 teilbar, dazu muss man das Produkt nicht ausrechnen.

Ziele:
- Kopfrechnen tben
- Sachverhalte auf den Kern reduzieren
Untersuchung der Stufenzahlen auf den Rest bei der Division durch n
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Mkid 6-17 Teilbarkeit

Tafelanschriep

Teilbarkeit
1.) Teilbarkeitsregeln (2; 3; 4; 5; 9; 10) auswendig <Ubungen>
2.)Ist 1234 durch 9 teilbar?

1234 = 1 Tausender + 2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl der 9er | flr jeden Einer/ | insgesamt Ubrig:
Gruppen Zehner usw.
(unwichtig): bleiben tbrig:
Einer 1 0 1 4
Zehner 10=1-9+1 1 1 3
Hunderter 100=11-9+1 11 1 2
Tausender 1000=111-9+1 111 1 1
Y

Fir die Teilbarkeit durch 9 entscheidet die Quersumme:
Einerziffeplus Zehnerziffeplus Hunderterziffelplus Tausenderziffer usw.

3.) Ist 1234 durch 11 teilbar?

1234 = 1Tausender + 2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Stufenzahl: aufspalten: Anzahl der 11er| firjeden Einer/ | insgesamt ubrig:
Gruppen Zehner usw.
(unwichtig): bleiben tbrig:
Einer 1 0 1 4
Zehner 10=1-11t1 1 -1 -3
Hunderter 100=9-11+1 9 1 2
Tausender 1000=91 - 111 91 -1 -1
Y

Fur die Teilbarkeit durch 11 entscheidet die sogenannte alternierende Quersumme:
EinerziffeminusZehnerziffeplus Hunderterziffeminus Tausenderziffer usw.

4.) Die Summe von 2 aufeinandelgenden Zahlen ist nie durch 2 teilbar.
Begriindung: gerade Zahl + ungerade Zahl = ungerade Zahl
Die Summe von 3 aufeinander folgenden Zahlen ist immer durch 3 teilbar.
Begrindung: 123 + 124 + 125 = 3 - 124, entsprechend fur alle anderen Zah&mndne ist immer
&E Juo ] culs8sSo E N Z0o ~"puu vSE] I
Die Summe von 4 aufeinander folgenden Zahlen ist nie durch 4 teilbar.
Begriindung: 123 + 124 + 125 + 126 = 2 - 249, entsprechend fir alle anderen Zahlen, das Doppelte einer
ungeraden Zahl kann nicht durch 4 teilbar sein.
USW.
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Mkid 6-17 Teilbarkeit

erlaufspla

SusyY ~ Z°o GEJwv~vZ°o E >Y >ZE E]Jv IAX > ZE E
Y Jvio & |8 ienYzWP&ERey @& 3 & hyY (EPvVv viA] Il ov &E
Die Zeitangaben dienen nur zur groben Orientierung!
Je nach zur Verfigung stehemdgeit bzw. Unterrichtsverlawfird die Lehkraft die 4. Phase bzw.
5. Phase weglassen.

Phase / Zeit L / SuS Medien
1. Einstieg SuSwiederholen und tben die bis dahin bekannten Tafel
FEU Teilbarkeitsregeln (n = 2; 3; 4; 5; 9; 10)

20 Min. L stellt Aufgaben vom Typ

- Durch welche n (s.0.) ist 3345 teilbar?

- Wie muss die letzte Ziffer (3 von 1234Pauten, damit
eine Teilbarkeit durch n vorliegt?

SusS erfinden Aufgaben

2. Erarbeitung | L leitet die NeuneRegel anhand des Gruppenaufteilungg Tafel

FEU Modells her

20 Min. (Tabelletvgl. Tafelanschrieb)

3. Erarbeitung 1l und SusS leiten die ElfdRegel anhand des Gruppéwfteilungs | Heft / Tafel
Sicherung Modells her (Tabella vgl. Tafelanschrieb)

EA/PAdann FEU L unterstitzt, insbesondere bei der Installation und

15 Min. Ivd E% E § $}w A}y €T E]PA

L informiert SuS8ariber, dass es Uber die Tausender hin
P v pe} culdt® Av]S EP Z§

4. Erarbeitung 1lI Was fehlt noch?

FEU L informiert Giber die SechseiSiebenerund Achterregel

15 Min.

5. Erarbeitung IV L: DieSumme der 9 aufeinander folgenden Summanden| Heft / Tafel
und Sicherung 35+36+37+38+39+40+41+42+43=351

EA/PA ist durch 9 teilbar. Ist das Zufall?

20 Min. SusS forschen zur Frage

/& ] ~puu A}v Il ~A 1TV iV dV AV Y.
Zahlen immer durch k teilbar?

Typische Phasen:

- Generiere Beispiele

- Versuche eine allgemeine Begriindung (hier u.a.:
beispielgebunden, Summentrick anwenden)

L und SuS: Ergebnisse werden gebtindelt und festgehal
(Je nach Zeit und Lenkung ist eine unterschiedliche
Begrindungstiefe moglich

Mkid 617 Teilbarkeit Verlaufsplan SeminarAFL(Gymnasim) Stuttgart | Vector Stiftung



Mkid 6-18 Winkel

DidaktischerKkommentaf

Das sichex Zeichnen (und Messen) von Winkeln bedarf ausreichender Ubung und fallt nicht allen
Schilerinnen und Schile(BuSyleichermalRen leicht. Unteanderem muss man dazu das genaue
Anlegen, das genaudarkierenund Zeicmen sowieden sichera Umgang mit den beiden Skalen des
Geodreiecks beherrscheAls sinnvolkerweist sich, das Vorgehen beim Zeieh von Winkeln kurz zu
wiederholen. Da unterschiedliche Vorgehensweisgiglich singbietet es sich an,uSerklaren zu
lassen, wie sie das Zeichnen gelernt haben.

Diese Stunde ubt das sichere und zuigige Zeichnen von Winkeln. Besonders die langsamen
aVinkelzeichnerr TAX ct]vl ol ] Z\pr@Etleren van der Wiederholung und der zusétzlichen
Ubung denn sie kénnen spater im Mathematikunterricht inre Aufmerksamkeit auf die neuen Aspekte
und Herausforderungen der Geometrie richten, wenn das Zeichnen (und Messen) von Winkeln schnell
von der Hand geht. Daruber hinaus zeichnet sich diese Stunde duratrisgied Elemente und viel
konkretes Tun mit den Handen aldebenbekann und soltie Freude agenauenund schénen
Zeichnungen gefdrdert werden.

Man kanndie Beschéaftigung mit Winkeln nur auf einen Teil der Stunde beschrénkesadodchZeit
gewinnen, um noch offene Fragen aus den Vorstunden zu besprecheawdsatiefen.

Variante zum Schiffsroutenspiel
Das Schiffsroutenspiel kann in einem zweiten Durchgang auch auf stumpfe und tberstumpfe Winkel
(Vorgehen bei tberstumpfen Winkeln besprechen) ausgeweitet werden.

Regelverscharfung: Vor dem Zeichnen marggekindigiverden in welche Richtung (nach links/
mathematisch positiv oder nach rechts/ mathematisch negativ) der Winkel abgetragen wird. Eine
spatere Anderung ist nicht mehr erlaubt.

HP vi Zo t°E( o ct]v| Winkel UP vi Zo t°E( o c> | Lange
1| 225° l1/{1lcm
2| 120° 2|2cm
3| 165° 3|3cm
4| 25° 4| 4cm
5 240° 5/5cm
6| 70° 6|6cm

Erg&nzung (fur eine Stunde ohfrogrammieren)

Eine geeignete Erganzung zum Zeichnen von Winkeln ist das Schatzen und Messen von Winkelweiten.
Dazu kann man dieaare ihre Spielplane austauschen lassen. Nun soll ohne Messen herausgefunden
werden, wadlie anderenwahrend des Spiels gewiirfelt hatte

Damit die SusS ihre detektivischen Fahigkeiten prifen kdnnen, kanim&pielpaaréhre
Wiirfelergebnisse auf einem separaten Blatt notieren lassen. Am Ende werden dem urspringlichen
Spieteamdie ermittelten Ergebnisse zur Priifung vorgetragen.

Ein weiteres Arbeitsblatt mit einer vorgegebenen Schiffsroute, bei der beliebige Winkelweiten
vorkommen, kann anschlieRend das genaue Messen von Winkeln